Ordnet man jeder natiirlichen Zahl n eine reelle Zahl a,, zu,
entsteht eine Folge (a,,) = a4, ay, ..., a,

Gilt a,,41 = a,, ist eine Folge monoton wachsend. Gilt a,,; < a,,
ist eine Folge monoton fallend. Sind alle Glieder einer Folge in
einem endlich breitem, waagerechten Parallelstreifen enthalten,
ist die Folge beschrankt

= Ist eine Folge sowohl monoton wachsend / fallend wie auch
beschrankt, bezeichnet man sie als konvergent

Eine Folge wird als Nullfolge bezeichnet, wenn:

lim a, =0

n—oo

woraus allerdings weder folgt, dass (a,,) monoton wachsend /
fallend ist, noch dass Yo a, < ©

1.2. Reihen & Konvergenzbereich (S.51, 77

Eine Reihe ist die Summe der Glieder einer Folge s, = Yn—q 4y,

Geometrische Reihe Alternierende geometrische
(konvergiert fur |x| < 1) Reihe

1 1
k — —_1\yk —
Zx 1—x ‘ Z( D 1+x

Eine Reihe konvergiert, wenn lim s, konvergiert
n—oo

Die Menge der Zahlen x fiir die eine Reihe konvergiert, wird als
Konvergenzbereich [—p + x,, p + x,] bezeichnet

Der Konvergenzradius p ist die grosste Zahl, fiir die eine Reihe
konvergiert. In gewissen Fdllen kann der Konvergenzradius mit
einem Limes bestimmt werden:

a

p = lim
k—co [y q

Beide Seiten des Intervalls missen separat betrachtet werden

® . . 1. .
2 n konvergiert nie, da - divergiert
0 bx+c k . .
Zk=0( y ) konvergiert fir x, wenn |(...)] < 1
bx+c k . .
o ) konvergiert fur x, wenn —a < (...) < a
=0 llk

1.3. Taylorreihe (S.77,78

Eine Taylorreihe approximiert eine Funktion um den Punkt x:
© (k) x e
Z f—(O)(x - xo)k = Z ap(x — xo)k
k=0 k! k=0
Fur (x — xy) < 1 konvergiert die Taylorreihe

Das Taylorpolynom einer ungeraden Funktion besitzt nur
ungerade Indizes und umgekehrt

Beispiele fiur die Entwicklung einer Taylorreihe:

1
—umx, = 1:
x+3

T 1 11 _15:( 1)"( o
x+3 (x-D+4 4, _G=D 4 ) ¥
-z k=0
Lumxozo:
x+2
1 1 1 15:( 1)" .
= = — == —=] X
— (— X
x+2°2-(0 21-(-3) 24\ 2

Eine komplexe Zahl ist von der Form z = a + ib wobei a = Re(z)
der Realteil und b = Im(z) der Imaginarteil ist

Die komplex konjugierte Zahl Z = a — ib ist die Spiegelung von z
an der reellen Achse (meist die x-Achse)

Es gelten die folgenden Regeln:

- zy| |zl

zyt 2z, =21+ 2, |z12;| = |z4112;] —| ==

Z3 [Z2]

|21 + z5| < |21 + |2, Z1Zy = 712, zz = |z|?
Zh = z"

Die Darstellung z = r(cos(<p) + isin((p)) nennt man Polarform

Die Darstellung z = re’? nennt man Eulersche Form. Es gilt:

r = |z| = Va? + b?
und:
a>0 ‘ a<0 b=0 ‘ a<0, b<O

¢ = arctan (9)
a
wobei ¢ gegen den Uhrzeigersinn gemessen wird
MZzei’T:—l,zzelg:i

Die Eulersche Form eignet sich fiir komplizierte Operationen mit
komplexen Zahlen:

an ) + an )
<p—arcana s go—arcana T

Multiplikation: 2,2, = 1y1yel(®1792)
Z1 M ep
Division: — = —ellP1¢2)
Z, Ty
1 1 .
Inverse: Z—Zeie
z T
Potenz: N = pheing
(@ 2km
Wurzel: Rz = '{/?e‘(n+ =)

wobeik =0,1,2,..,n—1
Alle Wurzeln liegen auf Kreis mit Radius Rr

2.3. Polynome (S.21,57

Ein Polynom ist eine Summe von Potenzen einer Variable:
p(x) =ax"+bx" 14+ +cx+d

x wird als Nullstelle des Polynoms p bezeichnet, wenn p(x) = 0
Der Grad eines Polynoms ist dessen grosster Exponent (oben n)
Ein Polynom vom Grad n hat n Nullstellen

Ein Polynom kann reelle und komplexe Nullstellen besitzen. Diese
kénnen einfach (p(x) = 0), doppelt (p(x) = 0, p’'(x) = 0),
dreifach (p(x) = 0, p'(x) = 0, p" (x) = 0), bis n-fach vorkommen
Komplexe Nullstellen kommen immer paarweise vor (z, Z). Ein
Polynom mit ungeradem Grad besitzt mindestens eine reelle
Nullstelle. Eine einfach komplexe Nullstelle entspricht zwei
Nullstellen. Eine doppelt komplexe Nullstelle entspricht vier
Nullstellen

Es gelten folgende Regeln fiir den Grad eines Polynoms:

Grad{p + q} = max(Grad{p}, Grad{q}}
Grad{pq} = Grad{p} + Grad{q}

Analysis | Max Schaldach |l 2. Komplexe Zahlen (S.14,18,19 | 3. Funktonen ]
1. Folgen und Reihen 2.1. Eigenschaften 3.1. Eigenschaften (S.54

Eine Funktion f: D(f) — Z(f) bildet eine Menge auf einer andere
Menge ab. Sie besitzt einen Definitionsbereich D(f), Zielbereich
Z(f) und einen Wertebereich / ein Bild W (f) = {f (x)|x € D(f)}

Gerade Funktion | Ungerade Funktion

f(=2) = f@) | fen=—f®

Eine Funktion ist surjektiv, wenn jeder Wert im Zielbereich
angenommen wird: Z(f) = W(f)

Eine Funktion ist injektiv, wenn jede Horizontale den Graphen
hochstens einmal schneidet: f(x;) = f(x,) = x; = x,

= Eine Funktion ist bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv ist.
Bijektive Funktionen besitzt eine Umkehrfunktion / Inverse

mit W(f~') = D(f) und D(f 1) = W(f)

Eine Funktion f(x) ist stetig im Punkt x = &, wenn:

A i = 6 = I i)

onometrische Funktionen

S.58,97,98,99

Trigonometrische Funktionen beschreiben Zusammenhange
zwischen Winkeln und Seitenverhaltnissen

a(®) 0° 30° 45° 60° 90° 180°
a(m) 0 /6 /4 m/3 /2 T
sin (a) 0 1/2 V2/2 | V3)2 1 0
cos(a) 1 V372 | V2/2 1/2 0 -1
tan(a)] O V3/3 1 NE) 0 0

Der Cosinus ist eine gerade Funktion, der Sinus ist ungerade
Der Tangens ist der Quotient aus Sinus und Cosinus:

sin(x)
cos(x)

tan(x) =
e cos(x) ist grosser als sin(x) auf (0, %) und (%n, 27'[)
T 5T
)

e cos(x) ist positiv auf (0, g) und 3771, 27‘[)

e sin(x) ist grosser als cos(x) auf

e sin(x) ist positiv auf (0, )
Der Cosinus und Sinus sind phasenversetzt:

cos(x + m/2) = Fsin(x),
cos(x + m) = —cos(x),

sin(x + /2) = tcos(x)
sin(x + ) = —sin(x)

Die Ableitungen lauten:

d d 1
acos(x) = —sin(x), aarccos(x) = _ﬁ
d d 1
asin(x) = cos(x), aarcsin(x) = ﬁ
d 1 d 1
dx ) cos(x)?’ dx ) 1+ x2
Die wichtigsten Identitdten lauten:
eix + e—ix . eix . e—ix
cos(x) = — sin(x) = T
sin(x)? + cos(x)?2 = 1 cos(x)? = 1
’ 1 + tan(x)?

sin(arccos(x)) = cos(arcsin(x)) = /1 — x2

b4 1
sin(arctan(x)) = \/ﬁ' cos(arctan(x)) = \/ﬁ
+ x + x

- (g) - ’1 = czos(x)’ cos (g) — ’1 + czos(x)

sin(2x) = 2 sin(x) - cos(x)
cos(2x) = cos(x)? — sin(x)? = 1 — 2 sin(x)?
2tan(x)

tan(2x) = m

cos(3x) = 4 cos(x)® — 3 cos(x)

sin(3x) = 3sin(x) — 4sin(x)3
sin(t) cos(s) = 1/2 (sin(t + s) + sin (t — 5))

cos(a + b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)
sin(a + b) = cos(b) sin(a) + sin(b) cos(a)

Transformation von trigonometrischen Funktionen:
acos(bx +c) +d

o Beia > 1 Streckungin y-Richtung, bei0 <a <1
Stauchung in y-Richtung, Spiegelung an x-Achse beia < 0

o Bei0 < b < 1 Streckung in x-Richtung, bei b > 1
Stauchung in x-Richtung

o Verschiebung um c in negative x-Richtung

o Verschiebung um d in positive y-Richtung

3.3. Hyperbolische Funktionen (S.60

Hyperbolische Funktionen sind trigonometrische Funktionen an
der Einheitshyperbel

X | cosh(x) | sinh(x) | tanh(x)
0 | 1 | 0 | 0

lhre Umkehrfunktionen sind definiert als:

Arcosh(x) = In (x +/x% — 1)

Arsinh(x) = In (x +x%+ 1)
1+ x)
1—x

1
Artanh(x) = Eln (
Die Ableitungen lauten:

d d
— cosh(x) = sinh(x), —sinh(x) = cosh(x),

dx dx
d d . 1
aAI‘COSh(X) = ﬁ, aArsmh(x) = ﬁ
Die wichtigsten Identitdten lauten:
e*+e™* eX—e*
cosh(x) = — sinh(x) = 3

cosh(x)? — sinh(x)? = 1

cosh(2x) = cosh(x)? + sinh(x)?

S (g) _y ’cosh(;c) — 1' cosh (;) _ ,cosh(;c) +1

sinh(Arcosh(x)) = vx? — 1, cosh(Arsinh(x)) = Vx? +1

cosh(a + b) = cosh(a) - cosh(b) + sinh(a) - sinh(b)
sinh(a + b) = cosh(a) - sinh(b) + sinh(a) - cosh(b)



3.4. Exponential & Logarithmusfunktionen

Exponentialfunktionen sind Funktionen der Form ab*

Die Umkehrfunktionen der Exponentialfunktionen sind die
Logarithmusfunktionen log.(x)

M Bei Herrn Steiger entspricht log(x) = log.(x) = In(x)
Transformation fur Potenz-, Exponential-, und
Logarithmusfunktionen:

Potenzfunktion: a(x+b)"+c

Exponentialfunktion: am® + ¢

Logarithmusfunktion: alog(x +b) +c

o Beia > 1 Streckungin y-Richtung, bei0 <a <1
Stauchung in y-Richtung, Spiegelung an x-Achse beia < 0
o  Verschiebung um b in negative x-Richtung
o  Verschiebung um c in positive y-Richtung

3.5. Grenzwerte (S.51,52,62,66

Der Limes / Grenzwert entspricht dem Funktionswert, dem sich
eine Funktion an einer betrachteten Stelle annadhert. Existiert ein
Grenzwert, konvergiert die Funktion, andernfalls divergiert sie

Die Grenzwertsitze lauten:
lim f(x) £ g(x) = lim f(x) £ lim g(x)
Xx—a x—a xX—a
lim f(x)g(x) = lim f(x) lim g(x)
x—a Xx—a x—a

flx) il_ff}l f(x)
g lim 9GO

Vorgehen beim Berechnen von Grenzwerten:
1. Konstanten kdnnen vor den Grenzwert gezogen werden
2. Beigewissen Termen (z.B. bei Ausdriicken im Argument
eines Sinus oder Cosinus) lohnt es sich zu substituieren
3. Falls ,}E%of(x) = 0und xlgrgo g(x) = 0 (oder +), darf man

Bernoulli-Ho6pital anwenden:

JLC R C))

x—00 g(X)  x—0c0 g’ (%)

Eine Asymptote ~ einer Kurve ist eine Funktion, bei der der
Abstand zwischen Kurve und Funktion gegen Null strebt:

Jim f(x) —g() =0

Ist f eine Asymptote von g, so ist auch g eine Asymptote von f

Die Landau-Symbole werden verwendet, um das Wachstum von
Funktionen zu beschreiben:

f wachst langsamer als g:

_ . f& _
f(x) =o0(g)) firx > ae Jll_rgg(x) 0

f wéchst hochstens genauso schnell wie g:

flx) = O(g(x)) firx » a © lim fix; <CER
X

—a gx
flx) = o(g(x)) und f(x) = O(g(x)) kdnnen gleichzeitig
zutreffen, da C den Wert 0 annehmen kann
Eine Funktion kann gegen 0 oszillieren:

lim (sin(x)) =0, lim <;) =0

X —00 x X—00 xsm(x)+1ex

Fir x — oo gilt:

e* > a* > xP > {x > log,(x) > trig

Die Eulersche Zahl e kann mit Grenzwerten dargestellt werden:

1\" X\
e = lim (1+—) , Z——llm 1+—)
n—oo n n—oo n

Wichtige Grenzwerte:

L ox i tan(x
lim %% = 1 lim sin(x) —1 lim (x) = oo
X—00 x—0 X x_>71'/2 X
) ln(x) . cos(x)—1 . arctan(x)
lim lim ———=0 lim ————= =
x—1x—1 x—0 x x—0 X
ooa¥—-1 . 1—cos(x) 1 arcsin(x)
lim =In(a) lim ———— = m-—————=
x—0 X x—0 X 2 x—0 X

sin(ax)
im — =
x—0 Sll’l(x)

In(a+x) 1
m——=-

T

lim arctan(x) =
X—00

x—0 X a
e*—1 ) s
lim =1 lim xsin (—) =1
x—0 X xX—00 X
1 tan(x
x—o0sin(ax) «a x—0 X

3.6. Inverse

Die Steigung der Inverse ist die Inverse der Steigung

Fir die Inverse einer Verkettung gilt:
fe@) =y = (fle@)) =g (F®)

4. Differentiale
4.1. Ableitungsregeln (S.63,65

Die Ableitung beschreibt die Anderungsrate einer Funktion

Potenz: ") =n-x"1

Addition: (FGO +g(@) = () +g' ()
Multiplikation: (f(x)g(x))' =f'(x)gx) + f(x)g'(x)

Faktor: (cf(x))’ =cf'(x)

R f()\ _ f')g) - fx)g' (x)
Division: (g(x)) = 72(%)

Verkettung: (f(g(x)))’ =f'(g(x)g’' (x)
0 1
Inverse: (F ') = m

Die Ableitung einer geraden Funktion ist ungerade und umgekehrt

Sei f eine gerade Funktion, so gilt fir die ungeraden Ableitungen:

£1(0) = F(0) = £ (0) = - = 0

M Bei der Ableitung einer Wurzel den Faktor der Potenz
sowie die innere Ableitung nicht vergessen

4.2. Linearisieren & Fehlerrechnung (S.64

Die Linearisierung ist ein Verfahren, um eine nichtlineare Funktion
an einer Stelle x, durch eine lineare Funktion zu approximieren.
Die Formel der linearen Ersatzfunktion lautet:

t(x) = f(xo) + ' (x0) (x — xp)

wobei f(x,) der Stutzpunkt, f'(x,) die Steigung und (x — x,) der
horizontale Abstand zu x, ist

Der absolute Fehler durch die Linearisierung betragt:

Af = f(xo) — t(xo) = f'(x0)(x = Xo)

Die allgemeine Formel fir den relativen Fehler betragt:

Af _ f'(x0)(x = xo)
f f(x0)

4.3. Mittelwertsatz & Satz von Rolle (S.64

Der Mittelwertsatz besagt, dass es zwischen zwei Endpunkten
einer Funktion mindestens einen Punkt gibt, in dem die Tangente
an die Funktion parallel zur Geraden durch die Endpunkte verlauft

Der Satz von Rolle besagt, dass bei einer differenzierbaren, nicht
injektiven Funktion f: (a, b) - R ein Punkt existieren muss,
dessen Ableitung 0 betragt

4.4. Kurvendiskussion (S.65

Die Kurvendiskussion dient dazu, eine Vorstellung von der Form
einer Funktion zu erhalten:

Positiv

f(x)>0vx

Negativ
fx) <0vx

Monoton wachsend Monoton fallend

f'(x) = 0vx f'(x) <0vx

Konvex («Tal/Loch») konkav («Berg»)

f"(x0) >0 f"(x0) <0
Lokales Minimum ‘ Lokales Maximum ‘ Wendepunkt
f'(x0) =0 f'(x0) =0 f'(x) =0
f"(x) >0 f"(x) <0 f'(x) =0

Wenn f'(x) = f"(x) = = f®D(x) = 0und f*(x) # 0
... ist x eine lokale Extremalstelle, wenn n gerade ist
... ist x ein Wendepunkt, wenn n ungerade ist

4.5. Tangenten

Die Tangente t(x) an eine Funktion f(x) in einem Punkt x, ist die
Gerade, die an diesem Punkt dieselbe Steigung wie die Funktion

besitzt. Es gilt t(xy) = f(xp) und t'(xg) = f'(xg)
Die Tangenten an cos(x) und sin(x) kdnnen nie eine Steigung
besitzen, die im Betrag grosser ist als 1

4.6. Kurven (S.67

Im Gegensatz zu Funktionen kdnnen Kurven jeden moglichen
Verlauf annehmen. Sie kénnen sich schneiden oder mehrmals
denselben Wegabschnitt durchlaufen

Bei der Parameterdarstellung werden die Punkte einer Kurve als
Funktion eines oder mehrerer Parameter durchlaufen:

t = 7(t) = (x(2), y(©))
Bei der impliziten Darstellung F (x,y) = 0 wird die Funktion nicht
nach einer der beiden Variablen aufgeldst

Bei der expliziten Darstellung f (x) steht eine Variable allein auf
einer Seite des Gleichheitszeichens

= Bei der Umrechnung von der Parameter- in die explizite
Darstellung nach t auflésen und gleichsetzen

Kurven kénnen in polaren Koordinaten (cos(qo) - p(@), sin(ep) -
p((p)) dargestellt werden:

x(p) = p(p)cos(p),  y(p) = p(p)sin(p)

wobei p(¢) die Distanz zum Koordinatenursprung ist:

p(@) =x@+¥@)? ¢ =arctan (ﬁg)

4.7. Ebene Kurven (S.67,68,69

Kreis (Radius R, Mittelpunkt (x,,y,))

Parametrisiert mit t € [0,27]:

YA 7(t) = (xo + Rcos(t),y, + Rsin(t))
Implizit:
(xo.yo) .
(x = x0)* + (y = ¥0)* = R?
7(t) . Explizit:

f() = yo £VR? = (x = x)?

Ellipse (Mittelpunkt (x4, o) und Halbachsen a, b)

Parametrisiert mit t € [0,27]:
7(t) = (xo + acos(t), y, + bsin(t))

Implizit:

X — %) - v0)?

LR N e O

b2

Der Normalenvektor zeigt zum
Mittelpunkt der Ellipse

Hyperbel (x-Achsenabschnitt a)

Parametrisiert mit t € [0,27]:
7(¢) = (xacosh(t), yo + bsinh(t))

Y, ist eine Verschiebung in y-Richtung
Implizit:

Explizit:

f@=1b|(3) -

Bernoullispirale

NOYA Parametrisiert mit ¢ € [0, o0):

7(p) = C(cos(p)e*?,sin(p)e ?)
p(p) = Cek®
Der Winkel 8 zwischen Ortsvektor und

Tangente ist konstant. Eine Drehung
von 7 um 7 ergibt parallele Tangenten

O, | Tangente

N >
N

Zykloide (Kreisradius a)

a

QO™

at

Parametrisiert mit t € [0, ©):

7(t) = (at — bsin(t),a — bcos(t))

Verlangerte Zykloide: b > a, Verkiirzte Zykloide: b < a

Astroide (Ausserer Kreisradius R, innerer Kreisradius )

Parametrisiert mit ¢ € [0,2m):

/‘ 7(t) = (xo + Reos®(t), yo + Rsin®(t))

© 2 Explizit:

A
\’ 2 oz 2
x3+y3=R3

"




4.8. Eigenschaften Ebene Kurven (S.67 5. Integrale (S.70 5.4. Substitution (S.71

Richtungsvektor:

7(t) = (x(®),y®)
Tangente:

y(©)
x(t)

t(®) =7 = (x(),y()
t(to) = 7(to) + AL(ty)

Fur eine horizontale Tangente gilt y(t) = 0. FUr eine vertikale
Tangente gilt x(t) = 0

Tangentensteigung:

Tangentialvektor:

Tangente an Kurve:

Normale: Steht orthogonal zur Tangenten
i) = (—y(0), %)
() = (y(©), —x())

n(ty) = 7(ty) + An(to)

Normalenvektor:

nach aussen:

Normale an Kurve:

normierter
Normalenvektor:

. 1 )
)= —=r (7
" (x(t))z+(y(t))2( x(t) )

Bogenlange:
sttt = [ J:O) + Go)
Kriimmung:
Parametrisiert: k(t) = %
als Funktion:  k(x) = %
als Winkel- _ F(9)* + 2 (9)* ~ f(9) - ()
funktion: (f(@)* + f'(9)*)3/?

o Negative Krimmung (konkav) bei einer Rechtskurve ¥, positive
Krimmung (konvex) bei einer Linkskurve ©

e Je enger die Kurve, desto grosser die Krimmung

® Positiv, wenn Kurve sich in die Richtung kriimmt, in die der
Normalenvektor zeigt

Kriimmungskreis: Kreis, der die Krimmung einer ebenen Kurve in
einem Punkt am besten nahert

Sein Radius, der Krimmungsradius, ist der Kehrwert der
Krimmung:

p(t) = 1/k(t)

Die Evolute einer Kurve ist die Ortskurve aller
Kriimmungskreismittelpunkte:

E(t) =7(t) + p(O)m(t)

1 y(t) 1 x(t)
A ey
“O Jeoy+oe)? T O o) +om)

e Evolute eines Kreises: Punkt

. . . Kurve
e Evolute einer Astroide: Astroide " Normale
e Evolute einer Ellipse: Astroide
e Evolute einer Parabel: Form
Tangente

einer Méwe (Neilsche Parabel)

5.1. Integrationsregeln (S.71

Mit Integralen kénnen Flachen und Volumen berechnet werden
b b b
[ fe0+gmax= [ readx+ [ g dx
a a a

d b(x)
E( f() dx) =b@)'f(b(x)) — a(x)'f(a(x))

a(x)
b [ c
d dx = d
faf(x) x+fbf(x) x faf(x) x
ff’(x)-g’(f(x))dx =g(f(x)+cC

Fiir gerade Funktionen gilt:

f_(;f(x) dx = foaf(x) dx

Fiir ungerade Funktionen gilt:
0 a
[ rwar=-[ reax
-a 0
5.2. Uneigentliche Integrale (S.72

Mit Hilfe der uneigentlichen Integrale ist es moglich, Funktionen
zu integrieren deren Definitionsbereiche unbeschrankt sind:

1. Ordnung (Polstelle /
Definitionsliicke bei {):

b _ b
fa f(x)dx = (lirgf{ f(x)dx

2. Ordnung o ¢
(unbeschrankter f f(x)dx = 1im+f f(x) dx
Definitionsbereich): “a {=oot Jg

5.3. Hilfsmittel (S.71

Partielle Integration:
b b
f u' ()v(x) dx = [u(x)v(x)]? —f u(x)v'(x) dx

b b
f u()v'(x) dx = [u(x)v(x)]2 —f uw' (x)v(x) dx

Tricks, um Integral mit partieller Integration zu l6sen:

e Term 2-mal partiell integrieren
e Setze u'(x) = 1 (respektive v'(x) = 1)

Partialbruchzerlegung:

A
Einfache Nullstelle x,:
X — xo
. A B
Zweifache Nullstelle x: +
(x —x0)*  x—xp
Ax + B
Komplexe Nullstelle: —_—
x*+px+q
Beispiel:
x A B C

x3+x2—x—1=(x+1)2+x+1+x—1
A -D+Bx+ D -1 +C(x +1)?
a (x+1)2(x—1)

x=0

;Zéq—f+c=o, 1 > a=+p=_2,1
=1, X = g ==, = ==, = —
A+3B+9C=2 x=2 2 4 4

My A+x)=0+x)1—x+x?)

Bei der Substitution ersetzt man komplizierte Terme. Im
folgenden Beispiel wird f(x) durch u ersetzt:

b f(b)
f £ (F()) dx = f g du
a f(a)

5.5. Anwendungen (S.75,76

Die Flache zwischen einer Kurve und der x-Achse betragt:
b
Explizit: A :f f(x)dx
a

b
Parametrisiert: 4 = j x(t)y(t) dt
a
Die Flache zwischen einer Kurve und der y-Achse betragt:
b
Parametrisiert: 4* = f x(t)y(t) dt
a

Die Sektorflache ist die Flache zwischen dem Ursprung und zwei
Punkten einer Kurve:

1 ty 1 2
$=3] x0¥0-xOy@d=25] "ordp

positiv, wenn die Flache links der Kurve ist und negativ, wenn sie
rechts der Kurve ist

Die Bogenlange einer Kurve oder Funktion:

b
Explizit: s = f V14 f'(x)?dx
a
%)
Parametrisiert: s = f Vx()?2 + y(t)? dt

t1
P2

Polarkoordinaten: s = f Vo(@)? + p(p)*de
P1

Das Rotationsvolumen um die x-Achse betragt:

b
Explizit: V, = nf f(x)?dx
a
Parametrisiert: V, = |f:12 x(0)y?(t) dt

wobei a und b zwei Punkte auf der x-Achse liegen

Das Rotationsvolumen um die y-Achse betragt:

Explizit (Flache

. b ,
zwischen _ ) _ o
Graphen und y- Vy_nj;f()’) dy—anf(x)dx
Achse):
Explizit (Flache :
zwischen _
Graphen und x- Wy = ana xf (x) dx
Achse):
t2
Parametrisiert: Vy =1 f xz(t)y(t) dt
t1

wobei a und b zwei Punkte auf der y-Achse liegen

Die Rotationsoberfliche um die x-Achse betragt:
b
Explizit: O, = an fO)V1+ f(x)?dx
a

L
Parametrisiert: O, = 27Tf ly@®)[Vx()? +y(t)? dt
t

1

Der Schwerpunkt (xg, y,) ist der Kraftemittelpunkt:

b b
x-Koordinate: xsf G(x)dx = x,A = f xG(x) dx
a a

d d
y-Koordinate: ysf Hy)dy =yA= J yH(y) dy
c c

wobei G (x) und H(y) die Ausdehnung in y- und x-Richtung sind,
a und b auf der x-Achse und ¢ und d auf der y-Achse liegen

Das Massentragheitsmoment gibt die Tragheit eines starren
Korpers gegeniiber einer Anderung seiner Winkelgeschwindigkeit
wahrend der Drehung um eine bestimmte Achse an:

b
6, =Lp(x)x26(x) dx

wobei p die Dichte ist. Fir p = 1 sei das Flachentragheitsmoment:
1 b b
xachse: 1= [ f@rdr= [ yr0)dy
a a

b
y-Achse: I, =J x2f(x) dx
a

Das polare Flachentrdagheitsmoment einer Kreisschreibe betragt:

1
I, = —mr*
0 27‘[1‘

Das Tragheitsmoment eines rotierenden Graphen um die x-Achse:
b
4
0. =2 [ rdx
2 a

die Berechnung fir die y- und z-Achse erfolgt analog

Die kinetische Energie der Rotation um eine Achse:

T = EBx_y_zwz

5.6. Integraltabelle

/4 /2 J-TT 2m J-TE/Z
fo J;) 0 fo -1/2
sin V2-1 1 2 0 0
V2
sin? m-2 T T m r
8 4 2 2
sin3 852 2 4 0 0
12 3 3
cos E 1 0 0 2
2
cos? 2+m i i T T
8 4 2 2
5
cos? — 2 0 0 4
6v2 3 3
1 1
sin cos — — 0 0 0
4 2
1 1 2
sin? cos — - 0 0 =
6v2 3 3
sin cos? 4-\2 1 2 0 0
12 3 3
sin? cos? = = z z z
32 16 8 4 8




5.7. Integrale (S.72

1
fxndx= x™ 4 C
n+1

1 1 1

—dx = ——

x™ n—1x”‘1+C

1
jg’(ax + b)dx = Eg(ax +b)+C

e

00 dx =In(|f(x)]) +C

1 1
fax+bdx—aln(|ax+b|)+6
f 1 d = 1 l(lx—a
(x—a)(x—=Db) SRR\ ey

1 d _1 X c
fm x—aarctan(a)+

)+cC

X 1
——  dx=—In(Jax® +b
faxz +bdx g n(lax®*+ b))+ C

2x
— — 2
_fx2+1dx In(jx*+ 1))+ C

1
] mdx = arctan(x) + C

J X e = B oreran () 4
x4+3 X = 6arcan \/§

1 1
—_— = —_—— 2
]x3 — dx =In(lx]) =5 In(lx* + 1) + C

1
f > dx =In(|x]) —In(lx+ 1)+ C
x% +x

1
f T dx = Artanh(x) + C
Wurzeln:

f,/xiadx=§(xia)%+C
j\/ 1—x2%dx = %(arcsin(x) +x1— xz) +C
f a? — x2dx = %(az arcsin (g) + xy/a? — xz) +C
f 2xyJa + x2dx = ;(a +x2)32+¢C
j\/xz + 1dx = %(Arsinh(x) +x1+ xz) +C

f\/li—xzdx = arcsin(x) + € = —arccos(x) + C
f ! dx = arcosh(x) + C
VxZ—1
| == —i+c
f;dx = Arsinh(x) + C
VxZ+1

flx 2dx=— —x?2+C

V1—Xx

f\/%dx=ln(|x+vx2—4|)+C
x2 —

Exponential- und Logarithmusfunktionen:
1
J;dx =In(|x])+C
1
feax dx =—e™ +C
a
fxexdx=(x—1)ex+C
2 1 2
fxe" dx=§e" +C
fex +xe*dx =xe*+C

f(x + 1e*dx =xe*+C

1
fmdx = Zarctan(\/ex — 1) +C
e —

fln(x) dx = x(In(|x) -1 +C

x?In(|x|) 2
fxln(x)dx == 7 +C

+C

f (In(x))" Dy = (In(x))"**
X =
X n+1

1
fxln(x) dx = In(In(|x|)) + C

Trigonometrische Funktionen:

1
f sin(ax) dx = —acos(ax) +C

1
f cos(ax) dx = Esin(ax) +C

ftan(x) dx = —In(cos(x)) + C

_fsinl(x) dx =1n (|%?;§X) ) +e

_fcosl(x) dx =1n (‘1;2—1&(;) ) +e

f cos?(ax) dx = %(x + —sin(ax)acos(ax)> +C

f sin?(ax) dx = %(x - M)

+C

fsin(x) cos™(x)dx = — cos"(x)+C

n+1

1
e () — i+l
fsm (x) cos(x) dx = s x)+C

1
fmdx =tan(x) + C

1 _ cos(x)
fsinz(x) x=- sin(x)
x _ xcos(x) )
fsinz(x) X =- SinC0) + In([sin(x)]) + C

f sin?(x) dx = %(x — sin(x) cos(x)) + C

f cos?(x) dx = %(x + sin(x) cos(x)) + C

fx sin(x) dx = —x cos(x) + sin(x) + C
fxz sin(x) dx = —x? cos(x) + 2x sin(x) — 2 cos(x) + C
Hyperbolische Funktionen:

f cosh?(x) dx = %(x + sinh(x) cosh(x)) + C

1
=2 x
j cosh(@) dx arctan(e*) + C

1: Reihen fiir -1 < x < 1 (S.79

[oe]

1
—=Zx"=1+x+x2+x3+---
1—-x

=0
! =i(—1)kxk=1—x+x2—x3+---
1+x P -

1 1w
—=—Z(1+(—1)’<)xk =1+x*+x*+ x5+
1—x2 2
k=0
1
1+ x2

1 [oe]
= EZ(_l)k(l +(DF)xk=1—x%+x* —x6 £ -
k=0

1 _1i(x)k_1 1+x+x2+X3+
a—x_ak_oa T a a a? a3

X (_1)k+1 _ 132
ln(x)=z( 1,3 (x—1)k=(x—1)—(x 21) 4o
k=1
> —1)k 3 5
sin(x) = %xmﬁl =x _%4.%1
k=0
e _1k 2 4-_
cos(x)=z((2k§!x2k:1_§+%+
k=0
x x 1 - X2\ K
9+x2=§1+(§)2=;(_(§))
(1+x)“=§:(a)x"=1+(a)x+(a)x2+m
k=0 k 1 2
=1+ax+ a(a2|_ D x% + ala = 13)'(a —2 x4

Anhang 2: Tricks Grenzwerte

lim f9 = lim e9 ")
fonti

X—>eee

Yim 7~ g = lim(JF - 9) (%>



