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1.1 Folgen, Reihen und ergen

o Wichtige Begriffe: Folgen
Explizit (z.B. a,, = 2n + 1)
Rekursiv (z.B. ay, = ap—1 + 2)

Beschrinkt: Wenn es r, s € R gibt, so dass
r < ayp < sfiralle n € N gilt (zu einem Grenzwert)

Monoton wachsend: Falls a,,—1 < a,, ¥V n [< strikt]
Monoton fallend: Falls a,,—1 > ay, ¥V n [> strikt]

Konvergent: Strebt gegen einen Grenzwert a, falls
b, = a, — a eine Nullfolge (Grenzwert = 0) ist
Divergent: Strebt gegen keinen Grenzwert

Satz: Monoton + Beschrankt = konvergent = beschrankt

Satz: Wenn die Reihe > 72  an konvergiert, ist die Folge
an, eine Nullfolge, d.h. a,, — 0

e Allgemeine harmonische Reihe:
i 1 ] konvergiert fiir s> 1
= n° divergiert fiir s<1

Geometrische Reihe

konvergiert fiir |¢| < 1 gegen: Z q

1.2 Funktionen

— Gerade

fz) = f(—=)

— Ungerade

f(—z) = —f(x)

— Monoton wachsend

z1 < w2 = f(x1) < fx2)
— Monoton fallend

z1 > 2 — f(z1) > f(z2)

1.2.1 Exponentialfunktion & Logarithmusfunktion

— strlkt monoton wachsend
—+D=R, W=R"

— €T = ¢%(cos(b) + isin(b))
o In(z)

— strikt monoton wachsend

- D=RT, W=R

1.2.2 Funktionstransformationen
1.3 Grenzwerte

e Wenn lim f(z) und lim g(x) existieren und a € R,

dann gilt: (Achtung, fir @ = oo nicht! Da 0o ¢ R)

o Tipps:
1. Waurzeln: Erweitern nach 3. binomischer Formel

2. Betrage: lim unterscheiden

T—a "

lim und
r—a

3. Rationale Funktionen:
(A1) Hochste Potenz kiirzen (lim — oo)
(A2) Kleinste Potenz kiirzen (lim — 0)
(B) Bernoulli-Hépital
(C) Partialbruchzerlegung (— Integration)
(D) Substiution (Grenzen anpassen)
(E) Einschniirungssatz (Sandwich)

(B) Bernoulli-Hépital

T
— Wenn man durch Einsetzen von zg in lim f(@)
T—x( g(x)

erhdlt (oder in diese Form

0 +oo

den Bruch & Foo
tiberfiihren kann), dann gilt:

@ @

=20 g(@) =750 (@)

oder

1.4 Stetigkeit

e Satz: f stetiga.d.S. £ € D(f) &
lim () = £(€) = tim f(2)

1.5 Zwischenwertsatz

e Satz: Ist f : [a,b] — R stetig, so nimmt f(z) jeden Wert
zwischen f(a) und f(b) an.

1.6 Die inverse Funktion

e Injektiv: fiir jedes y héchstens ein x
o Surjektiv: fiir jedes y mindestens ein x
e Bijektiv/Invertierbar: fiir jedes y genau ein x

— injektiv und surjektiv

e Invertieren einer Funktion: (Spiegelung any = x)

. Bijektivitat tiberpriifen

y =
. Achte auf Definitons- und Wertebereich!!!

f(z) nach z auflésen

AW N R

. (z und y vertauschen)

—1 —1
® Beachte: Dy = W, und Wy =D

@) = (@)
1

(=1 f(=@)

FH @)
(@)

(f
f'(@) =

_ 7 1
)

1.7 Asymptoten

o g0) ~ f() & lim (f(2) - g(z)) = 0

e Vorgehen:

o Zahlergrad j Nennergrad
x-Achse = Asymptote

o Zahlergrad = Nennergrad [ z" ausklammern]
x-parallel lim f(x)
T —r o0
o Zahlergrad > Nennergrad + 1
Polyndiv. zb 0.5(x—1)2 _ 2
olyndiv. zb === =0.5x— 1.5+ T
Rest vernachldssigen (bei lim = 0)
€T —> 00
o Vertikale Asymptoten (entstehen bei Polstellen)
Nullstellen des Nenners
o lineare: m = lim (@), b= 11m (f(a:) mx)
T —r oo

1.8 Grossenordnungen von Funktionen

o f(z) =o0(g(x)) & hm Ez; =0

g(z) wachst wesenthch schneller als f(z)"

o f(z) = O(g(x) & lim ] L) | <A AER

" g(x) wichst nicht wesentlich schneller als f(z)”
e® >> z* >> In(z) (fir £ — co und k > 0)

2 Komplexe Zahlen C

e Imagindre Einheit: i2=-1
e Komplexe Zahl: z=a+1b, a,b €R
polar: z =1 (cos ¢ + isin @)
exponentiell: z=r- ew, —rT< o<
o Komplex konjugierte: zZ=a —ib=1r- e
e Betrag von z: |z| =r = +Va? + b2
e Re(z): a= ;Z =r-cos¢
2 —
e Im(z): b= — =1 -sing
21
Quadrant ‘ arg(z) = ¢
Y
Umwandlungen: I &1v. arctan(;)
1. & 111 arctan(g)+ﬂ'
x

e Division: Bruch mit Konjugierten des Nenners erweitern:

21 a+1ib c—1id ac + bd bc — ad

et . = i

2o c+id c—id c2 4 d2 c2 4 d2
e Eulersche Identitit: €™ = —1

2.1 Komplexes Potenzieren (Hilfsgleichung)

Formel de Moivre:
(cos(p) + 1 - sin(p))"™ = cos(n - @) +1i-sin(n - @)

2.2 Komplexes Wurzelziehen

e Beispiel: 2" = ¢,c € C— > n Losungen:

$+2km
ge= ) k=010 -1
P+2km
® Bsp: z2° =c— ¥ |c\~e< 5 )7 k=0,1,..,4
2.3 Komplexe Operationen Graphisch
wW=2z+c w=r-z
w L)
IWI 7 Im W
C
z
?
/é Re Re.

2.3.1 Polynome und ihre Nullstellen

e Tipps: Bsp. z = p, p(2) =co+ciz+ ...+ cp2z"

1. p hat mind. 1 Nullstelle falls Grad p > 1

2. Ein Polynom von Grad n hat max. n Nullstellen.
3.
4

. Die Anzahl nicht reeler Nullstellen ist immer gerade.

Wenn z Nst., dann ist auch Z eine Nullstellen.

3.1 Differentialquotient

3 Differentialrechnung

e Differenzenquotient: %ﬁf@)
; ; ant: 9 1 f(zo+B2)—f(z0)
o Differentialquotient: 3= (z¢) := Aliﬂ() R

f bei x¢ diff'bar < Differentialquotient existiert a.d.S zg
e Satz: f a.d.S. zg diff’bar = f a.d.S. z¢ stetig

Funktion Ableitung
Summenregel

Fa) = u(@) £ o(@) | f/(z) =u'(z) £ 0'(2)
Faktorregel

f(x) =c- u(=) fl(x) =c u(z)
Produktregel

f@) = u(@) -v(@) | f'(2) =u'(@) o) + u(e) - v'(2)

Quotientenregel

(o) iy~ V@) (@) —u(@) v (@)
@ =0 f'(@) Te
Kettenregel

f(@) = u(v(z)) (@) = (v(@)) - v'(x)
3.2 Linearisieren, Fehlerrechnung

f(zo) = f(wo) + [/ (w0)(x — x0)

Stiitzpunkt 4 Steigung - horiz. Abstand zu g

e Abs. Fehler: |Af| = |f(xzo + Az) — f(zo)| = |df]|

e Rel. Fehler: }f(ATJ;)’ ~ (ﬁfo)’ (mit df = f'(z) - dz)

3.3 Mittelwertsatz der Differentialrechnung

e Satz von Rolle

Sei f(x) eine diff'bare Funktion mit f(z1) = f(z2) fur
x1 < xg2, dann gibt es mindestens ein £ mit 1 < £ < z2
mit f'(£) =0

Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Sei f(x) eine im Intervall [z1,z2] definierte diff’bare
Funktion. Dann gibt es (mind.) ein & z1 < £ < z2
mit f'(€) - (z2 — z1) = f(z2) — f(z1)

Interpr.: Es gibt einen Punkt mit durchschnittlicher Steigung

3.4 Extremalwerte- und aufgaben

e Lin. Ersatzfkt.:

f F ‘ Extrwert?
* *
Hochpunkt | =0 <0 - (6]
e
Tiefunkt | X0 S0 - O
*
Sattelpunkt Xo %X #0 Q
.
Wendepunkt - 9} #0 Q

* = notwendige Bedingung, (% + #) = hinreichende Bedingung

Randextrema und Stellen mit undefinierter Ableitung
ebenfalls liberpriifen!!

Lokales Maximum: f(zo) > f(z) mit z¢ € [a, b]
Globales Maximum: f(xzo) > f(x) Vx € Dy

Die zweite und hohere Ableitungen

Konvex (U) wenn: f”/(z) >0

Konkav (N) wenn: f"'(z) <0

Satz: f n-fach diff'bar, f'(z) = f"(z)

F =Y (2) =0 und £V () # O fiir ein z € Dy und
- n gerade = x:
- n ungerade = x: Wendepunkt

lokale Extremalstelle



3.6 Ebene Kurven 3.6.9 Kriimmung

i — &y
3.6.1 Darstellung von ebenen Kurven k() = ———5
(@2 + 23

e Ebene Kurve: 1D Teilmenge der Ebene R?. F(2)

Kk(z) =

- Parameterdarstellung 7 = (z(t), y(t))
- Implizite Darstellung  f(z,y) =0

(1+ f/(2))
(F(2)) +2(f"(2)> — F(2) " ()

- Explizite Darstellung  y = f(x) K(p) =

— polar, im Punkt 7#(¢) = f(¢) -

3.6.2 Parameter — Implizit

[(F())2 + (f'(0))2]%/2

(cos p, sin @)

FoyF} — 2F,y FyFy 4 F2Fy,

e Eliminiere ¢ (trig. Identitdten/nach ¢ auflésen) (@, y) = -

(sz + Fy2>3/2

@(t) = 3o + Rcost — T2 _ ot o Linkskurve < k(t) > 0, Verstarkung: 1
R e Rechtskurve < k(t) < 0, Verstarkung: ~ |

y(t) = yo + Rsint — Y7 Y0 _gint

2 2
2 .2 T — Zo Y — Y
= t t=
cos” t + sin ( R )+( = )

I

e Radius des Kriimmungskreises: p =

e Kreis: x(t) = + e Ellipse: £(0) = ;% /k(5) =
3.6.10 Kriimmungskreis und Evolute

R = (z — 0)” + (y — y0)” (2]
3.6.3 Implizit — Explizit e Evolute (Mittelpunkte der Kriimmungskreise)
e nach y (oder x) auflésen, in mehrere Funktionen teilen E(t) = 7(t) + L ?(t)

w(t)  |7(t)]
(@ —20)> + (y—wo)® = R® . 2 2
- Parameter: E(t) = (:c) + (—y) : 706 + y
y(z) = yo £ y/R? — (z — z0)? Y T yT — y&

3.6.4 Explizit — Parameter

e Fiir einzelne Abschnitte: 7 (t) = (¢, f(t)), eventuell t mit
etwas besserem ersetzen.

4 Integralrechnung

e nach y auflésen, in mehrere Funktionen teilen:

f@) = az® > 7 (1) = (253) - (aiz)

3.6.5 Polarkoordinaten

4.1 Das bestimmte Integral

t=|

T =rcosp 1=+ 12+79y?

P(z,y) ) "
, sinp =2

y =rsing, cosp = = Fiir z € [a,b] ist F/(z) = f(z)
o [2f(@)dz = F(b) — F(a)

e Einige Integrationsregeln:

3|8

o 2 r(¢) = (r(¢) cos ¢, r(p) sin ¢)

@ o [(f(z) £ g(z)) do = [f(z)dz £ [g(z)dx
o [c- f(x)dz=c- [f(z)dx

3.6.6 Steigung, Tangenten- & Normalenvektor

— Basics & Integrationsregeln: 70-71

4.2 Der Hauptsatz der Infinitesimalrechnung

o Mittelwertsatz der Infinitesimalrechnung: 70
o HS: f stetig, Fo(x) := [ f(t)dt, [a,b] € Dy

b
a2

|

- Explizit: EB(t) = (f(i)) + (—f;(fﬂ)) . %

e Man kann sich |7(t) — E(t)| als den Radius vorstellen.

b
/ f(z)dz, a & b: Grenzen, f(x): Integrand, x: Variable
a

. f: flz)dz + [ f(z)de = [7 f(x)da

| m |

|
F'(z0) (f/(w0)> (_f/1($0)>
e | 5| (G) | ()

3.6.7 Tangentengleichung an Punkt zg

= oy

|

Exolizi .
xplizit 4.3 Das Integrieren

[t gaa=s-g-[1

t(zo) = f(zo) + [ (z0)(x — o)
Stiitzpunkt + Steigung - horiz. Abstand zu ¢
t(po) = r(po) + s - (o)
e Tipps:

3.6.8 Normalengleichung an Punkt zg — Nach dem Integral aufiésen

|

n(zo) = f(zo0) — m(m — %o)

[ gde=trat- [

n . f: f(z)dz = 7fba f(z)dz
/:c" dz = mz"+1 +C

. g’ dx

f-g dz

— 2 mal partiell integrieren, dann auflésen
— Multiplizieren mit 1 ist oft hilfreich

4.3.1 Integrationsmethode: Partielle Integration

4.3.2 Integrationsmethode: Substitution

— Wichtig: neue Funktion u muss injektiv sein! (oder zumindest
der betroffene Teil — Symmetrie anwenden)

b w(b)
/ o' (z) - f(u(z)) de = / f(2)dz, wobei z = u(zx)
a u(a)

4.4 Partialbruchzerlegung
o Grad Zahler > Grad Nenner — Polynomdiv. & PartBruchZerl.

; . _ A
einfach: <I+1)1(172) =7+ z]Ez

L1 _ _A B _C
doppelt: T2 ) = 1 + @2 + 23

_ Az+B C
= 4B &

. 1
komplex: TN GID

. orb 522 42a41 b A B+4+Cax
e Bsp: [ B el .4+ P

— Koeffizientenvergleich: 522 + 2z + 1 = A(z? + 1) + Bz + Ca?

—a2?(A4+C)+z(B)+1(A) - A=1,B=2,C =4

4.5 Weitere Beispiele/Tricks

!
o [LE dz=1n|f(z)+C

e Wurzelintegrale: Quadratisches Erganzen & Trigonometrie

4.6 Uneigentliche Integrale

e Existiert der Grenzwert (# F00) so sagt man das Integral
konvergiert

Es sind 3 Falle zu unterscheiden:

e 1. Integrationsgrenze(n) ist/sind gleich +oco
= Integral in einem Limes gegen oo schreiben
— 1 S
S f@) da = lim [§ f(x)de

® 2. Zu integrierende Funktion an einer Grenze nicht definiert
= Integral in Limes gegen diese Grenze schreiben
Fir (a, b]: fab f(z)dz = glim+ fé’ f(z)dz
a

e 3. Das Integral verlauft liber eine Stelle, an der die Funktion
nicht definiert ist (oft eine Polstelle)
= Das Integral an den Polstellen aufteilen.
Beide Teile miissen in einem Limes gegen dieser Polstelle
berechnet werden. (Linker Grenzwert und rechter Grenzw-
ert

+oo 1
e Bsp: I, :=/1 mdw: divergiert fiir o > %

(Grosster Term im Nenner: Exponent > 1 Integral konvergiert)

4.7 Flachenberechnung

e Flache zwischen Kurve und x-Achse:

I= /:2 f(z)dz

to
I=/ y - xdt
t1

e Flache zwischen Kurve und y-Achse:
v2 x2 ’
1= [P way= [T p@
Y1 £
t2
I = z-ydt
ty
e Sekorflache zwischen Ursprung, A und B:
"links der Kurve” < Is > 0

"rechts der Kurve” < Ig < 0

4.10 Oberflachenberechnung von Rotationskérpern

1 [t2 .
Is = 7/ zy — ¢y dt (param.)
2 Jyy

1 P2 2
Is = 5/ p”(p) dp (polar)
P1

o (Sekorflache einer geschlossenen Kurve:)

Is = = , falls £ > 0 fir

t2
/ xy dt
ty

t € [t1,t2]

ta
/ yx,dt
ty

4.8 Bogenlange 2D (in 3D: analog mit +22)

t t
s:/mem:/2wﬁ+wm
t1 t1
:/12 \/ 14 f/(z)? da
z1

®1
polar : = / Vp2+p'2de
©0

e Bei trigonometrischen Funktionen mit Betrdgen rechnen!

4.9 Volumenberechnung

e Rotationskorper um x-Achse:

2 5. *2 2
V=7'r/ ymdt:ﬂ'/ f(z)° dz
tq T

e Rotationskorper um y-Achse:

t2 2. 2 9
V=7r/ acydt:n'/ z” f'(x) dx

t1 z1

— [P W)
Y1

e Wenn "Streifen” || um y-Achse (shell):

t2
V= 27\'/ ziy dt
t1

T2
= 271'/ x - f(w) dw, (RadIUS(Z) . Hohe(a:), um x-Achse:
k4

1
liberall y statt x, also y - f(y)dy und Integrationsgrenzen angepasst, y1 bzw.
Y2 )

e Oberflache um x-Achse::

M =2 /: y(t)\/a(6)? + §(H)2 dt
M = 27‘_/12 f(@)/1 4 f ()2 da
E31

e Oberflache um y-Achse::

M =2n /t2 z(t)y/&(t)2 + y(t)2 dt
t1

M=27r/x2 z4/1+ f/(z)2dx
z1

4.11 Flachenmittelpunkt und Schwerpunkt

zo - [P G(z)da = [P o G(x)dw

ys - [PHy)dy = [fy- H(y)dy

® G(z) und H(y) beschreiben die Masse an einer z- oder y-Stelle.
e Fiir den Schwerpunkt im Raum: zusatzlich z-Koordinate

e G(x) usw. messen Flicheninhalte statt Intervalllangen.



4.12 Tragheitsmoment 6 Anhang
— [ q2 _ b2
Oz =p[ly" H(y)dy, ©y =p [ 2" C(z)de 6.1 Trigonometrische Beziehungen
e p =1 — Flachentragheitsmoment J
6.1.1 Trigonometrische Werte

0

e Spezialfall: Rotation eines Graphen f(z) um x-Achse:

1 b 4 Bogenmass z z z z 7
== G 1 3 2
Ou = 5mp /a (f(2))" d= Gradmass | 0° 30° 45° 60° 90° 180°
sin(a) 0o ¢ 1 ¥ 1 90
e pol. Flachentragheitsmoment J, = r’dA = J, + Jy f/g \{5 12
A cos(a) 1 % % 3 0 -1
— fA r3 drde bzw. fA z? + y? dzdy tan(a) 0 % 1 3 oo O

5 Potenzreihen 6.1.2

|

Identitaten (ldentitdaten mit e in 1.2.2)

e Potenzreihe: Z arz® = a0+ a1z + azx® + asz® + ... o sinz +cos?z=1 e1+tan’(z)= 1

cosz(z)
k=0
o Konvergenzradius (|| = p (Rand) individuell betrachten) BRI o 1 o 1 2] 2o 1112
a 1
p = lim Tol=— e sin(z)? + cos(x)? =1 = sin(z) = /1 — cos(z)?
noo | An 1 lim V/|an|
n— oo

e sin(a £ B) = sin(a) cos(B) £ cos(«) sin(B)
cos(a £ B) = cos(a) cos(B) F sin(a) sin(B)
sin(arccos(z)) = cos(arcsin(z)) = V1 — 2

cos(z) = 2cos(Z)? — 1 = cos(Z)? — sin(Z)?

=

— bei Z ak:ck ist p ein Intervall mit Mittelpunkt 0
k=0

— fiir |z| < p darf +, -,

-, abgeleitet & integriert werden

oo
e Verschiebung Mittelpunkt zu xg: Z ap(z — zo)k

k=0 e tan(a + b) = tan(a)ttan(b)
—> Konvergenzbereich: (od. [ zg — p,zo + p ) od. ] ( ) 1¥tan(a) tan(b)
— Reihe konvergiert fiir |z — zg| < p ° Cot(a =+ b) = %
5.1 Taylorpolynom und Taylorreihe von f
yorpey (k 6.1.4 Reduktionsformeln
Pn(z) = Z fT('zo) Sz —x0)" e sin(—z) = —sin(xz) e cos(—x) = cos(x)
k=0 % i e sin (3 + ) = cos(x) ecos (% +z) = Fsin(z)
F5 (o) k
f@) = Z N (z — o) e sin(m + z) = —sin(z) e cos(w + ) = — cos(z)
k=0 °
x0: Entwicklungspunkt (Mittelpunkt) e sin(2m + ) = sin(z) e cos(2m + x) = cos(w)

sin(a=£b)
cos(a) cos(b)

5.2 Bestimmung der Potenzreihe L

tan(a) £ tan(b) =

x

e Vorgehen:
1. Prifen, o.b Funktion gerade oder ungerade‘:
 iot mgerade  gerade. o verachoinden * sin(a) +sin(8) = 2sin (242 cos (232
2 Taylor—iolggrzr:hafsrr] eé:f::Ic:eS/:tr)rllerir::n5:3?‘;«:hreiben * sin(a) —sin(f) = 2cos (a;rﬁ) sin (agﬁ>
el Potrae, SR oo gyt o CO5() F con(8) = 2con (242 cos (232)
B

— | - €®, ausmultiplizieren, ordnen
— Koeffizienten vergleichen

2.3 Bekannte Potenzreihe umformen
L]

5.3 Entwickeln einer Funktion in eine Potenzreihe

3
Bsp.: Entwickle f(z) = jp— a.d.S. z = —3 & berechne p.
r—

1
T a=C3, "™
1- (=)

(cos(ax — B) + cos(a + B))
2) = geometrische Reihe mit Vorfaktor a = -1 und b = -3 (sin(a — B) + sin(a + 8))
1

3 ad n
Ve=3 =M af@=—"g=2 ~5 ¢+ CrE—"
5.4 Weitere Potenzreihen 2a

cos(a) — cos(B) = —2sin

cos(a) —sin(a)

6.1.6 Produkte

o sin(a)sin(B) =

1) Schreibe die Funktion in die Form a - o cos(a) cos(8) =

1

2
1
2
1
2

e sin(a) cos(3)

. coshz:1+%+%+---: nzo% z €R . cos(2a):c032(a)—sin2(a):%
. ln(m):(mfl)fﬁJr@fu- =1 —2sin?%(a) = 2cos®(a) — 1
=3, %(I*I)n firo <z <2 . tan(2a):1iz:7:(2‘zl)

6.1.8 Potenzen der Winkelfunktionen

6.2.4 Produkte
e sinh(a)sinh(b) = 3 - [cosh(a + b) — cosh(a — b)]

sin(3a) = 3sin(a) — 4sin®(a)

cos(3a) = 4 cos®(a) — 3 cos(a) e cosh(a) cosh(b) = % - [cosh(a + b) + cosh(a — b)]
e sinh(a) cosh(b) = % - [sinh(a + b) + sinh(a — b)]
e tanh(a) tanh(b) = tanh(a)+tanh(b)

sin (%) ==+ % - (1 = cos(a)) coth(a)+coth(b)

n 6.2.5 a/2
cos (2) = £4/% - (1 + cos(a))
. a) _ h(a)—1
tan () = Ygieme = prine s (g) =y w20

e cosh (%) — /cosh(2a)+1

Potenzen e sinh (%) = —/ 7@5]“(;)_1, z<0
.2 1
e sin“(a) = 5 - (1 — cos(2a
() =2 (2a)) 6.2.6 Potenzen
o sin®(a) = 1. (3sin(a) — sin(3a)) o sinh(a) = 1 - (cosh(2a) — 1)
=3
o sin(a) = 3 - (cos(4a) — 4 cos(2a) + 3) o sinh®(a) = 1 - (sinh(3a) — 3sinh(a))
2 — 1.
e cos”(a) = 35 - (1 + cos(2a)) e sinh®(a) = 1 - (cosh(4a) — 4 cosh(2a) + 3)
o cos®(a) = 1 - (3cos(a) + cos(3a)) o cosh?(a) = L - (cosh(2a) + 1)
o cos’(a) = § - (cos(4a) + 4 cos(2a) + 3) e cosh®(a) = 1 - (cosh(3a) + 3 cosh(a))
o .
Potenzen™ bei Integration e cosh®(a) = L. (cosh(4a) + 4 cosh(2a) + 3)
w/2 1 /2 R )
° Of sin® da = 23 bf RS LN 6.2.7 Formel von Moivre
iy s e (cosh(a) £ sinh(a))™ = cosh(na) £ sinh(na), n >2
° f cos™ dx = "T_l f cos" 2 dl‘—‘r(% sin z cos™ ! z) % . .
0 0 6.2.8 Trigonometrische & Hyperbelfunktionen
n > 2, r,s € Z (fiir beide, sin und cos) - -
o Griiner Teil fallt beim bestimmten Integrieren weg! sin(z) = %, arcsin(z) : [-1,1] — [72, g]
3
/2 iz —ix
. of i o n=1:1,n=2:%,n=3: %,n:4: 3{—” cos(z) = %,arccos(m) :[=1,1] — [0, 7]
/2 /2 sin(x) ) T o
o Achtung: [ sin?(2z)dz = [ sin®(z)d= tan(z) = Cos(x),arctan(a:) ‘R — [_57 5]
0 0
. . ) o — o= e 4 e
6.2 Hyperbolische Beziehungen sinh(z) = #&05}1(@) =0
6.2.1 Allgemeines tanh o = sinhe _ e® —e™®
> > coshz et f e~ <
e cosh®(z) — sinh®(z) =1 2 N
2% _
e cosh(z) + sinh(z) = e” = 2= T1 =T 2= T1
o coth(z) = S —
6.3 Wichtige Ebene Kurven (FoTaBe enthilt: )
° tanh(a:tb) _ 1 __ _tanh(a)dtanh(b)
— Ccoth(a®b) — TIZXtanh(a) tanh(b) Spiralen, Zykloide, Kardiodide, Asteroide, Evolvente eines Kreises,

(cos(a — B) — cos(a + B))

Alles gleich wie fiir sin und cos (FotaBe 99),
— sin = sinh, cos = cosh, tan = tanh

6.2.3 Summen

Kettenlinie, Taraktirx, Brachistochrone, Herz, Kartesisches Blatt
zo + R - cos

6.3.1 Kreis
— t
P: 7i(t) = (yo +R- sint)
I (z — 20)” + (y — wo)® = R®

6.3.2 Ellipse

. _ (o +a-cost
P:7(t) = (yo +b- sint)
(x —x0)® | (y—w0)®

a? b2 B

6.3.3 Zykloide

P: (1) = (at —b- sint)

a—b-cost

a

sinh(a) + sinh(b) = 2sinh ( ) cosh (C‘T_b)
) sinh (GT_E’)
)

cosh(a) — cosh(b) = 2sinh (‘IT'H’) sinh (QT_b)

b
2

a

sinh(a) — sinh(b) = 2 cosh ( 2 b

I: 1

+

a—b

cosh(a) + cosh(b) = 2 cosh (‘%’b) cosh (

sinh(azb)

tanh(a) £ tanh(b) = Sosh(a) cosh (8]



6.3.4 Zwiebelkurve 0 < ¢ < 27
. t
P () = (o)
6.3.5 Hyperbel (Steigung der Asyptoten: :l:l’%)

P: 7 (t) = (a:o +a- cosht)

Yo + b-sinht
L Eme)?  w-w)?
’ a2 b2 -

6.3.6 Hyperboloid

a-\Vs?+d cost
P: Z(s,t) = b-+vs2+d sint
c-S
) 1‘2 y2 22 B
I;er—2 C—z_d,a,b,c>0.
einschalig zweischalig Doppelkegel
d=1 d=-1 d=0
6.3.7 Kugel

R -cosy -sinf
P:#(t) = [ R-sing -sinf
R -cos@
2 2 2
l(z—z0)"+(y—yo)" +(2—20)" =R

R - cost

P: 7#(t) = | R-sint
z

acos(t)

P: 7(t) = (a sin(t))
bt + ¢

(cos(cp) (R+r cos(0))>
P:7(t) = [ sin(¢) (R + r cos(0))
rsin(6

6.3.8 Zylinder

6.3.9 Helix

6.3.11 Koordinatentransformationen

Kartesisch Zylindrisch Spharisch

T T p cos ¢ rsin 0 cos ¥
Yy Y psin g rsin 0 sin ¢
z z z r cos 0

p Va2 +y? P rsin 6

@ arctan ¥ %) P

z z z r cos 0

| VE2+y2 422 | p2 + 22 r

2,2
0 | arccos %"’y arctan £ 0
) arctan ¥ 2] )

6.4

Haufige Integrale (Erinnerung:

Basic
kdx = kx + C
S
[atdx = ’”::11 +C, n#—1

3= g tOn#1

Sz tdr = Jidz=In|z|+C

fa,md:v = % +C

[e*dz =e"+C

[ log, (z)dz = zlog, (x) — zlog,(e) + C

Logarithmisch

[In(az)dz = zIn(az) — z

J zIn(az)ds = %(2 In(az) — 1)+ C
I 1'“(Taz)dw = L(ln(az)® + C

Exponential

JePda =L 4 C

Jze®ds = (z — 1)e® + C

[ zetTdx = (E - a%) e +C

a

Rationale Funktionen
[ F=2v/z+C

[+ a)yde = SET g 140

n+1 _
[z(x+a)"de = —(m+a)(n+15521é;z 94 C

%ln|cm+d\+0

az+b _ ax _
cz+ddm - ¢

1 — 1
e i
fﬁdm:éln|a$+b|+c

I ﬁgdm = Larctan (£) +C

1 — 2 2ax+b
f aw2+b$+cdz = Vi arctan (\/4ac—b2) +C
S 7(1711)1(:717)6“ =5 In|5=¢| +C

[ m¥mde=gnla® + 2|+ C

f%dw — x — a arctan (%) +C

a2+z
fﬁafz dm:%xz—%a2ln|a2+x2|+c
f(m-:a)2 :ﬁ—i—ln\a—i—ﬂ—l—c

L v = Infaz® +bx+cf -

1
3a
——b— arctan (M) +C

Vdac—b2

fVE—adz=2(z—a)? +C

JVaz +bde = (2 +22)Vaz+b+C

S Va? +ade = tavaZ+a+ SInjz+ Va2 +a|+C
[ Va? —22dx = %xm—&-%arcsin(%) +C

Javr=adz = 2a(x 7(1)% + %(mfa)% +C

JxV2? £ a?dx = %(12 :I:az)% +C
f(aac+b)%dac = %(aw—&-b)% +C

fﬁdw:ln’x+\/w2ia2‘+c

f\/%dz:arcsin (%) +C
f ; adz:%/zia-‘rc
=Vz2+taZ+C

I \/ﬁdz
Trigonometrisch Basic

[sin(z)dz = — cos(z) + C

[ cos(z)dx = sin(z) + C

[tan(z)dz = —In | cos(z)|

Trigonometrisch Ar

[ arsinh(z) do = zarsinh(z) — V22 + 1 + C
[ arcosh(z) do = zarcosh(z) — V22 — 1 + C
[ artanh do = zartanh(z) + 1 In(1 — 2?) + C
Trigonometrisch 2

[ sin?(z)dz = $ (2 — sin(z) cos(z) + C

J cos?(z)dx = 2 (z + sin(z) cos(z) + C

[ tan®(z)dz = tan(z) —x + C

1
Trigonometrisch —

[ syde =[S 1 o
J skyde = | X2 | 4 ¢

S mdm = —cot(z) + C

1 —
I oz dr = tan(z) + C

J 1+si1n(.7:) dz = ffs?i((?) +C
S 1+cés(m)dm = 145-i:()(§()x) +C
J ksiln(z) dx = 12?5?()3:) +C
J 1—cc1>s(z) dz = 1__Sci:s((i)) +C

Trigonometrisch mit ...(az) und z- ...(az)
[ sin(az)dz = — L cos(az) + C

[ cos(ax)dx = Lsin(azx) + C

[ tan(az)dz = — L In(cos(ax)) + C

J xsin(az)dz = — Lo cos(azx) + J5 sin(az) + C

[ @ cos(az)dz = Lasin(az) + a% cos(az) + C
Hyperbolisch

J sinh(z)dz = cosh(z) + C

[ cosh(z)dxz = sinh(z) + C

[ tanh(z)dz = In(cosh(z)) + C

Andere trigonometrische

o [e"sin(ax)dz = ﬁeb” (bsin(azx) — acos(az))+C

o [eb® cos(ax)dz

= a241rb2 e’ (asin(azx) + b cos(ax))+C

6.5 Sonstiges

6.5.1 Binomische Formeln
(a —b)? = a® — 2ab + b*
(a+b)2 =a? +2ab+b2
(a+b)-(a—b)=a’>—b>

Pascalsches Dreieck: 43

6.5.2 Kosinussatz

02:a2+b272-a-b-cosw

6.5.3 Regeln Grenzwerte

lim f(z)+g(z) = lim f(z)+ lim g(z)
lim c¢- f(z) =c lim f(x)

lim f(x) -

z—x(

lim f(z) - g(z) = lim g(a)
z—x( T—xTQ

im 7f(m) = 7“_“11%10 f(;v)’ lim g(z) #0
=g g(z)  limg_q, g(z) =0

lim f(g(=))
T—x()

lim f(y)
Y—=Y0

lim f(@)?) = f(wo)?"0)
T—rxT()

Vityg
lim —g= lim —q-
Jim VF—g= lim V/f-g N
lim f9 = lim &™)

6.6 Substitutionen

Integral || Substitution | Bemerkuug
f(az + b) n=ax+b —
f(g(z))g’ () g(@) =1t = [ f(uw)du
f(z, Vaz T b) g = ub fiirt > 0
f(z, a2—z2) z=a-sinu | VaZ —z2 =a-cosu



7 Quellenverzeichnis
e Analysis | & Il bei Dr. Andreas Steiger (ETH Ziirich)
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9 Bemerkungen
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Die orangen Zahlen sind die jeweiligen Seiten im FoTaBe zu diesen
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der Vorlesung und die Basispriifung abgestimmt ist.

Ich empfehle, die ZF von Anfang an immer bei den Ubungen zu
verwenden und laufend mit Notizen zu ergdnzen.

Es mdglich, dass die Zusammenfassung noch Fehler enthilt. Ich
libernehme keine Haftung fiir diese. Falls ihr einen Fehler ent-
deckt oder Fragen/Verbesserungsvorschlage habt, kénnt ihr euch
gerne bei mir melden. Viel Erfolg bei den Priifungen!

Version: November 13, 2024

Leon Auspurg
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