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Status Beendet
Begonnen Donnerstag, 2. Oktober 2025, 20:56
Abgeschlossen Donnerstag, 2. Oktober 2025, 20:57
Dauer 1 Minute 13 Sekunden

Information

Aufgabe 1:

Ziele: Koordinatentransformationen anhand expliziter Funktion bestimmen, Graphen
zeichnen, Verdnderung in Worten beschreiben

(@) Ausgehend von der Funktion f; zeichnen Sie in einem Koordinatensystem mit der
Einheit 2cm die Graphen der Funktionen f; bis fg. Beschreiben Sie auch in Worten, wie
die Graphen von f5 bis fg aus f1 hervorgehen.
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Information

Aufgabe 2

Ziele: Injektivitat, Surjektivitdt und Bijektivitat bestimmen, Verkettung von Funktionen,
Umkehrfunktion bestimmen

Gegeben seien die Funktionen
fi:R=R, z—2x—6
f2:R—=[0,00), x> |z|
f3:R—=R, g+ min{z?—9,0}
fa:R\{8} >R, z— g+l
fi(z)

Dabei ist min die Minimumsfunktion, d.h. min{z? — 9, 0} ist die jeweils kleinere Zahl von 22 — 9
und 0, jeweils fir jedes x separat bestimmt.

a. (@) Untersuchen Sie alle Funktionen auf Injektivitat, Surjektivitat und Bijektivitat.
b. (@) Skizzieren Sie auf dem Intervall [—5, 5| die Funktionen~g := f3 — f1,

gR—=R, z — f3(z) — fi(z),
und h := fyo0g,
h:R — [0, 00), z — fa(g(x)).

c. Bestimmen Sie die Umkehrfunktion~f,"2: W (f4) — R\ {3}.
Bemerkung: Sie missen W (f) = R \ {1} hier nicht explizit berechnen.

d. Die Funktion f5 : z — |tan(z? + z)| hat bei z = —% eine positive, lokale Maximalstelle,

d.h. die Funktionswerte in der Nahe von x = —% sind alle hochstens f3 (—%) (Das missen

Sie nicht zeigen!). Zeigen Sie ohne Ableitungen zu verwenden: Die Funktion

f5 x> 1 = 1 : hat bei x = —2 eine positive, lokale Minimalstelle.

f(3)  lan(E+ 1)
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f(:lfl) - f(:r2) = X1 = T2.
f1 ist bijektiv:
201 —6 =229 — 6 = 1 = x> f1 ist injektiv

y € R beliebig, wahle z = %6 = fi(z) =y f1 ist surjektiv

fo ist nicht bijektiv:
(z.B.) fir z1 = —1,z5 = list fo(z1) = fo(z2) f2 ist nicht injektiv
y € [0, 00) beliebig, wahle z.B. z = —y = fa(z) =y f2 ist surjektiv
f3 ist nicht bijektiv:
(z.B.) fur z1 = —5,z2 = 8 ist f3(x1) = f3(z2) f3 ist nicht injektiv
(z.B.) fur y = 2 gibt es kein z € R, so dass f3(z) =y f3 ist nicht surjektiv

Wir beginnen, indem wir f;(z) umformen:

Damit erkennt man leichter:

2
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LB # 0 fur allez € R\ {3}, so dass % ¢ W(fs) f4 ist nicht surjektiv
L

Somit ist f4 nicht bijektiv.

b. Siehe Abbildungen 1 und 2. Bemerkung: Da f, die Betragsfunktion ist, erh&lt man den
Graphen von h, indem man den Teil des Graphen von g, welcher unterhalb der x-Achse liegt,
an der x-Achse spiegelt.
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Information

Aufgabe 3

Ziele: Lineare Asymptoten von verschiedenen Funktionen bestimmen, Graphen
zeichnen

Bestimmen Sie bei jeder der folgenden Funktionen, welche fur alle reellen Zahlent > 0
definiert sind, jeweils eine Asymptote der Form at + b fir t — +o0:

a. f(t)
b. g(t) - \/4152 T3
(@) h(t) = 3t + cos(1/t);

) (@) i(t) = In(1 + €?).

Zeichnen Sie die Graphen der Funktionen und die dazugehorigen Asymptoten.

J
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furt — oo, ist die Asymptote die Gerade t — 2t.
10

1 2 3 4 5
c. Dacos(1/t) — cos(0) = 1 furt — oo, ist die Asymptote die Gerade ¢t — 3t + 1.

d. Im Grenzwertt — oo sollte die 1in 1 + e gegentiber ¢! keine Rolle spielen. Wenn
wir sie weglassen, erhalten wir die Funktion ¢ — ln(e”) = t, und wir probieren aus,
ob das eine Asymptote ist: Da

In(1+e')—t=In(1+¢€") —In(e!) =In(1 +e*) > In(1) =0
firt — oo, ist die Gerade t +— t also eine Asymptote.

https://moodle-app2.let.ethz.ch/mod/quiz/review.php?attempt=5526426&cmid=1285548 Seite 6 von 8



Serie 3: Uberpriifung des Testversuchs | Moodle Course 03.10.25, 08:36

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Information

Aufgabe 4

Ziele: Textvorgabe in Funktionsdefinition umsetzen, Definitionsbereich bestimmen,
Asymptote und Monotonie bestimmen, Parameter beachten

In der Modellierung von idealem Populationswachstum unter der Bedingung von
beschrankten Ressourcen taucht folgende Funktion f: [0, c0) — (0, oo) auf:

1
14 ekt (L 1)

0

ft):=G-

Dabei beschreibt G > ( die maximale Populationsgrosse, die durch die
Ressourcenbeschranktheit erreicht werden kann, k > 0 beschreibt die Wachstumsrate
und mg > 0 ist eine beliebig grosse Startpopulation zum Zeitpunkt ¢ = 0. Ein
derartiges Wachstum taucht beispielsweise bei der Verbreitung eines infektiosen
Krankheitserregers auf. Naturlich unter idealisierten Bedingungen.

a. (@) Bestimmen Sie eine méglichst einfache Asymptote von f fiir t — oo.

b. Fir welche mg und G kann der Definitionsbereich von f auf R ausgedehnt
werden?

c. Bestimmen Sie fiir die in b) bestimmten m und G eine moglichst einfache
Asymptote von f fiir t = —oo.

d. Ist die Funktion f: [0, 00) — (0, c0) (strikt) monoton? Beantworten Sie die Frage
in Abhangigkeit von mg und G.

Bemerkung: Wenn es lhnen hilft, rechnen Sie zuerst mit k = G = 1 und stellen Sie erst
danach auf beliebige k, G > 0 um.
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<« Schnellibung 0

1

lim f(t) — g(t) = lim G - -G
t—00 t—00 14 e kGt <£ B 1)
mo
lim (1+e kGf( ))
t—00
- G
1+ hm (e7kGt) ( )
- G —G=o.
140- (- 1)
b. Falls G < mgist & — 1 < 0. Da das Bild von h: R — R mit h(t) = e #C ganz
(0, 00) ist, gibt es in dlesem Falleinty € Rmit1 4 ¢ %Gt (— — 1) 0 und

f(to) ist nicht definiert. Falls G > my, ist - — 1 > 0 und da die
mg

Exponentialfunktion nur positive Werte annimt, ist ist der Nenner von f(t) niemals
0. Also kann f auf ganz R definiert werden.

. Falls mg = Gist & — 1 = 0, also ist f in diesem Fall konstant gleich G und eine

my

Asymptote fiir £ — —oo ist g(t) = G. Andernfalls ist m—O — 1 > 0 und wir haben

e (m% B 1) — oo flirt — —o0, dae® — oo fiir & — —oo. Da der Zahler

von f(t) konstant ist, gilt also f(¢) — 0 fiir t = —oo und somit ist g(t) = 0 eine
Asymptote.

. Fallsmg = Gist f(t) = G, also ist f monoton steigend und monoton fallend, aber

weder strikt monoton steigend noch strikt monoton fallend. Falls G < my, ist
e kGt (n% — 1) strikt monoton steigend, da e G strikt monoton fallend ist
und W% — 1 < 0. Also ist der Nenner strikt monoton steigend. Da fir alle

t € [0,00) gilt, dass f(t) > 0, folgt, dass f strikt monoton fallt. Falls G > my gilt
analog, dass f strikt monoton steigt.

Direkt zu: Bonusaufgabe Woche 3:
Injektive Funktionen
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