D-MAVT/D-MATL Analysis I HS 2024
Dr. Andreas Steiger

Losung Serie 1
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(f) Fiir welches positive @ € R gilt log, 5 = %? Durch Exponenzieren auf beiden Seiten
erhalten wir 5 = a2. Durch Quadrieren erhalten wir a = 25.
(g) Fiir welches a € R gilt 72¢ = 2? Es gilt
72L‘L -9
< 2a = log;(2)

Sa= %log7(2) = log;(V2).

2. Untersuchen Sie die nachstehenden folgen. Sind sie beschrankt? Sind sie monoton? Kon-
vergieren sie? Wenn ja, was ist ihr Grenzwert?

(a) a, = cos T,

Offensichtlich ist (a,) nach unten durch —1 und nach oben durch 1 beschrénkt.
Die ersten zwei Folgenglieder sind

1
a]. = 5
und
1
a2 — _5

Da cos bekanntlich 27-periodisch ist, gilt fiir alle n € N:
Ap+6 = Un-

Deshalb kann die Folge nur konvergieren oder monoton sein, wenn sie konstant ist. Das
ist sie aber nicht. Also ist sie nicht monoton und konvergiert auch nicht.
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Es gilt
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Die Folge (ﬁ)n>1 ist beschrankt (durch 1 von oben und 0 von unten), monoton fallend
und konvergiert gegen 0. Daher ist (an)n>1 ebenfalls beschrénkt, monoton fallend und
konvergiert gegen %

_ 3n*—5n242
An = “7pa_4p3s -
Es gilt
1 2
_3n4—5n2—|—2 T 3—%—1—?
n ="t " gps LT -4
n n

Da dle Summanden n2, P 4 jeweils eine Nullfolge bilden, konvergiert die Folge (an)
gegen 7 Insbesondere ist die Folge beschrinkt. Sie ist nicht monoton, da a; =0 < 2 2 <
200

ar =0,a2 = 1,a, = 3(an_1 + an_s) fiir n > 3.
Wir rechnen fir n > 1:

1
Ap+2 — Ap41 = anJrl + an) Ap4+1 = _§(an+1 - an)
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Beachte, dass flir n =0: as —a; =1 = (—%)O, also es gilt

N | =

n
Opto — Qpyl = (— ) fir alle n > 0.

Also gilt:

an =a1+ (a2 —a1)+(ag —az) + ...+ (an—1 — an—2) + (an — an_1)

n—2 n—2 k
1
=a + g (Qky2 — Apy1) = E <—2> , n=>3

k=0 k=0

konvergiert gegen = 2 (geom. Reihe), also beschriinkt, klar nicht monoton.

(=
anp =vn+1-—/n.

Wir rechnen
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(f)

Die Folge ist offensichtlich monoton fallend, konvergiert gegen 0 und ist daher auch
beschrankt.

an =+/(n+1)n —n.

Wegen

S D —n= (ST D= Yt ntn
an = V(nt1) (Vin+D) ) (n+1)n+n
_ (n+1)n —n? n 1

(n+1)n+n_ (n+1)n+n_ 1+141

ist die Folge monoton wachsend und konvergiert gegen %, daher ist sie auch beschrankt.

3. Fibonacci-Folge: Es sei die Folge (a,) gegeben durch das rekursive Gesetz

Das Ziel dieser Aufgabe ist es den Grenzwert der Folge b, = ~

(a)

(b)

(c)

(d)

a=1 a1=1, a,=an_1+a,_o furn>2.

a

2, wobei n > 1, zu bestimmen.
Begriinden Sie, wieso die Folge (a,) monoton wachsend ist und wieso die Folge (b,,)
beschrankt ist.

Loésung: Weil a,, = a1 + an_2 und a,_o > 1 fiir alle n > 2, folgt dass a,, > a,_1 und
deshalb ist die Folge (a,) monoton wachsend. Es gilt

Qnp Ap—1 + Gp—2 Anp—2 1
by, = = =1+ =14
Qp—1 Ap—1 Qp—1 bnfl

(1)

fiir alle n > 2. Somit b, > 1 fiir alle n > 2, weil jedes Folgenglied von (b,,) nicht-negativ
ist. Weil b; = 1 folgt deshalb b, > 1 fiir alle n > 1. Eine Konsequenz davon ist,
dass ﬁ < 1 und deshalb folgt wegen , dass b, < 2. Wir haben also gezeigt, dass
1 <b, <2 und die Folge (b,) ist somit beschrankt.
Es sei

Cp = ApQp—3 — Qp_10n_o fUir n > 3.
Zeigen Sie, dass ¢, = —cy,—1 fiir alle n > 4.
Losung: Wir berechnen

Cn = ApQp—3 — Qp—10p—2 = (anfl + an72)an73 - anfl(anf?) + an74)
=ap-10p-3 + Ap_20n_3 — Ap—10np_3 — Ap_10dn_—4

= ap—20n-3 — Ap—-10n—4 = —Cp—1,

wie gewiinscht.

Begriinden Sie, dass ¢, = (—1)""! gilt.

Losung: Weil a9 = 1, a1 = 1, ag = 2, ag = 3, erhalten wir cg =3-1—-2-1=1 und
deshalb folgt ¢4 = —1, ¢c5 = 1, ¢c¢ = —1 und so weiter.

Verwenden Sie jeweils Teilaufgabe ¢) um zu zeigen, dass die Folge (bs,), wobei n > 1,
monoton fallend ist und dass die Folge (ba,+1), wobei n > 1, monoton wachsend ist.

Lésung: Weil ¢, = (—1)""!, folgt co,, = (—1)?""1 = —1 fiir alle n > 1. Also

(27,02n—3 — G2p 10272 = —1,



(e)

folglich agnaon_3 — aon_1a2,—2 < 0 und somit as,ao,_3 < Gop_102,_2, Was dquivalent
ANl
a2n a2(n—1)
b2n = < = b2(n71)
a2n—1 a2(n—1)—1

ist. Deshalb ist die Folge (bs,,) monoton fallend. Komplett analog lasst sich zeigen, dass
die Folge (bay,—1) monoton steigend ist.

(%) Begriinden Sie unter Zuhilfenahme der vorangehenden Teilaufgabe, dass die Folge
(bn) gegen den goldenen Schnitt 1+T‘/5 konvergiert.

Loésung: Die Folge (bay,) ist wegen Teilaufgabe a) beschréankt und wegen Teilaufgabe d)
monoton fallend. Folglich ist die Folge (bs,,) konvergent. Es gilt

bop, =1+ LI 1+ !
o ban—1 14—
2(n—1)
und somit
lim b 1+ . 1+ _
1m on — 1 = 1
neo 1 lim  by(n_1) 1+ lim bap
n—+oo n—+oo
Wir setzen x := lim by,. Wir haben also gezeigt:
n——+oo
1+ !
xTr =
1+

Auflésen nach x gibt
1
-H1+-)=1
(e =11+ )

und somit z +1—1— % = 1, was aquivalent zu

1
r———1=0
X

ist. Durch multiplizieren der obigen Geichung mit x erhalt man
-z —-1=0.

Mit der quadratischen Losungsformel erhalt man x = % + % Weil alle Folgeglieder von
(bay,) positiv sind, folgt dass x = 1+T\/g Wir haben also gezeigt, dass die Folge (b2,,)
gegen den goldenen Schnitt ¢ = % konvergiert. Mit genau der gleichen Rechnung
lasst sich zeigen, dass auch die Folge (b2,,—1) gegen den goldenen Schnitt ¢ konvergiert.
Wir miissen nun noch zeigen, dass auch die Folge (b,,) gegen den goldenen Schnitt kon-
vergiert. Sei € > 0 beliebig. Weil die Folge (ba,) konvergiert gibt es ein N7 > 1, so dass
fiir alle n > Ny folgt |ba,, — ¢| < €. Weiterhin, weil die Folge (ba,,+1) konvergiert, gibt es
ein Ny > 1, so dass fiir alle n > Nj folgt |ba,,—1 — ¢| < e. Weil € > 0 beliebig war, haben
wir gezeigt, dass die Folge (b,,) gegen den goldenen Schnitt konvergiert, wie behauptet.
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