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Lösung Serie 1

1. (a)
1 +

√
2

1−
√
2
+

1−
√
2

1 +
√
2
=

(1 +
√
2)2 + (1−

√
2)2

(1−
√
2)(1 +

√
2)

=
1 + 2

√
2 + 2 + 1− 2

√
2 + 2

1− 2
= −6

(b)
a2 − b2

a− b
=

(a+ b)(a− b)

a− b
= a+ b.

(c)
a− b
1
a − 1

b

=
ab(a− b)
ab
a − ab

b

=
ab(a− b)

b− a
= −ab

(d)
3a+ a2

a− 8
− 2a− 2

8 + a
+ (64− a2)−1 · (a3 + a2 + 42a+ 31 · 24)

=
(−3a− a2)(8 + a)

(8− a)(8 + a)
+

(2− 2a)(8− a)

(8 + a)(8− a)
+

a3 + a2 + 42a+ 8 · 62
(8− a)(8 + a)

=
−a3 − 9a2 − 42a+ 16

64− a2
+

a3 + a2 + 42a+ 8 · 62
64− a2

=
−8a2 + 8 · 64

64− a2
= 8.

(e)

ln(ab) + ln

(
a2

b

)
− 2 ln(ab) = ln(a3) + ln((ab)−2) = ln

( a

b2

)
(f) Für welches positive a ∈ R gilt loga 5 = 1

2? Durch Exponenzieren auf beiden Seiten

erhalten wir 5 = a
1
2 . Durch Quadrieren erhalten wir a = 25.

(g) Für welches a ∈ R gilt 72a = 2? Es gilt

72a = 2

⇔ 2a = log7(2)

⇔ a =
1

2
log7(2) = log7(

√
2).

2. Untersuchen Sie die nachstehenden folgen. Sind sie beschränkt? Sind sie monoton? Kon-
vergieren sie? Wenn ja, was ist ihr Grenzwert?

(a) an = cos πn
3 .

Offensichtlich ist (an) nach unten durch −1 und nach oben durch 1 beschränkt.

Die ersten zwei Folgenglieder sind

a1 =
1

2

und

a2 = −1

2
.

Da cos bekanntlich 2π-periodisch ist, gilt für alle n ∈ N:

an+6 = an.

Deshalb kann die Folge nur konvergieren oder monoton sein, wenn sie konstant ist. Das
ist sie aber nicht. Also ist sie nicht monoton und konvergiert auch nicht.
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(b) an = 1
n2 + 2

n2 + · · ·+ n
n2 .

Es gilt

an = 1
n2 + 2

n2 + · · ·+ n
n2 = 1

n2 (1 + 2 + · · ·+ n) = 1
n2

n(n+1)
2 = n+1

2n = 1
2 + 1

2n .

Die Folge
(

1
2n

)
n≥1

ist beschränkt (durch 1 von oben und 0 von unten), monoton fallend

und konvergiert gegen 0. Daher ist (an)n≥1 ebenfalls beschränkt, monoton fallend und
konvergiert gegen 1

2 .

(c) an = 3n4−5n2+2
7n4−4n3 .

Es gilt

an =
3n4 − 5n2 + 2

7n4 − 4n3
·

1
n4

1
n4

=
3− 5

n2 + 2
n4

7− 4
n

.

Da die Summanden 5
n2 ,

2
n4 ,

4
n jeweils eine Nullfolge bilden, konvergiert die Folge (an)

gegen 3
7 . Insbesondere ist die Folge beschränkt. Sie ist nicht monoton, da a1 = 0 < 3

7 <
200
459 = a3.

(d) a1 = 0, a2 = 1, an = 1
2 (an−1 + an−2) für n ≥ 3.

Wir rechnen für n ≥ 1:

an+2 − an+1 =
1

2
(an+1 + an)− an+1 = −1

2
(an+1 − an)

=

(
−1

2

)2

(an − an−1)

=

(
−1

2

)3

(an−1 − an−2)

...

=

(
−1

2

)n

(a2 − a1) =

(
−1

2

)n

Beachte, dass für n = 0: a2 − a1 = 1 =
(
− 1

2

)0
, also es gilt

an+2 − an+1 =

(
−1

2

)n

für alle n ≥ 0.

Also gilt:

an = a1 + (a2 − a1) + (a3 − a2) + . . .+ (an−1 − an−2) + (an − an−1)

= a1 +

n−2∑
k=0

(ak+2 − ak+1) =

n−2∑
k=0

(
−1

2

)k

, n ≥ 3

konvergiert gegen 1
1−(− 1

2 )
= 2

3 (geom. Reihe), also beschränkt, klar nicht monoton.

(e) an =
√
n+ 1−

√
n.

Wir rechnen

an =
√
n+ 1−

√
n = (

√
n+ 1−

√
n)

√
n+ 1 +

√
n√

n+ 1 +
√
n

=
n+ 1− n√
n+ 1 +

√
n
=

1√
n+ 1 +

√
n
.
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Die Folge ist offensichtlich monoton fallend, konvergiert gegen 0 und ist daher auch
beschränkt.

(f) an =
√
(n+ 1)n− n.

Wegen

an =
√
(n+ 1)n− n = (

√
(n+ 1)n− n)

√
(n+ 1)n+ n√
(n+ 1)n+ n

=
(n+ 1)n− n2√
(n+ 1)n+ n

=
n√

(n+ 1)n+ n
=

1√
1 + 1

n + 1

ist die Folge monoton wachsend und konvergiert gegen 1
2 , daher ist sie auch beschränkt.

3. Fibonacci-Folge: Es sei die Folge (an) gegeben durch das rekursive Gesetz

a0 = 1 a1 = 1, an = an−1 + an−2 für n ≥ 2.

Das Ziel dieser Aufgabe ist es den Grenzwert der Folge bn = an

an−1
, wobei n ≥ 1, zu bestimmen.

(a) Begründen Sie, wieso die Folge (an) monoton wachsend ist und wieso die Folge (bn)
beschränkt ist.

Lösung: Weil an = an−1 + an−2 und an−2 ≥ 1 für alle n ≥ 2, folgt dass an > an−1 und
deshalb ist die Folge (an) monoton wachsend. Es gilt

bn =
an

an−1
=

an−1 + an−2

an−1
= 1 +

an−2

an−1
= 1 +

1

bn−1
(1)

für alle n ≥ 2. Somit bn ≥ 1 für alle n ≥ 2, weil jedes Folgenglied von (bn) nicht-negativ
ist. Weil b1 = 1 folgt deshalb bn ≥ 1 für alle n ≥ 1. Eine Konsequenz davon ist,
dass 1

bn−1
≤ 1 und deshalb folgt wegen (1), dass bn ≤ 2. Wir haben also gezeigt, dass

1 ≤ bn ≤ 2 und die Folge (bn) ist somit beschränkt.

(b) Es sei
cn = anan−3 − an−1an−2 für n ≥ 3.

Zeigen Sie, dass cn = −cn−1 für alle n ≥ 4.

Lösung: Wir berechnen

cn = anan−3 − an−1an−2 = (an−1 + an−2)an−3 − an−1(an−3 + an−4)

= an−1an−3 + an−2an−3 − an−1an−3 − an−1an−4

= an−2an−3 − an−1an−4 = −cn−1,

wie gewünscht.

(c) Begründen Sie, dass cn = (−1)n+1 gilt.

Lösung: Weil a0 = 1, a1 = 1, a2 = 2, a3 = 3, erhalten wir c3 = 3 · 1 − 2 · 1 = 1 und
deshalb folgt c4 = −1, c5 = 1, c6 = −1 und so weiter.

(d) Verwenden Sie jeweils Teilaufgabe c) um zu zeigen, dass die Folge (b2n), wobei n ≥ 1,
monoton fallend ist und dass die Folge (b2n+1), wobei n ≥ 1, monoton wachsend ist.

Lösung: Weil cn = (−1)n+1, folgt c2n = (−1)2n+1 = −1 für alle n ≥ 1. Also

a2na2n−3 − a2n−1a2n−2 = −1,
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folglich a2na2n−3 − a2n−1a2n−2 ≤ 0 und somit a2na2n−3 ≤ a2n−1a2n−2, was äquivalent
zu

b2n =
a2n

a2n−1
≤

a2(n−1)

a2(n−1)−1
= b2(n−1)

ist. Deshalb ist die Folge (b2n) monoton fallend. Komplett analog lässt sich zeigen, dass
die Folge (b2n−1) monoton steigend ist.

(e) (⋆) Begründen Sie unter Zuhilfenahme der vorangehenden Teilaufgabe, dass die Folge

(bn) gegen den goldenen Schnitt 1+
√
5

2 konvergiert.

Lösung: Die Folge (b2n) ist wegen Teilaufgabe a) beschränkt und wegen Teilaufgabe d)
monoton fallend. Folglich ist die Folge (b2n) konvergent. Es gilt

b2n = 1 +
1

b2n−1
= 1 +

1

1 + 1
b2(n−1)

,

und somit

lim
n→+∞

b2n = 1 +
1

1 + 1
lim

n→+∞
b2(n−1)

= 1 +
1

1 + 1
lim

n→+∞
b2n

.

Wir setzen x := lim
n→+∞

b2n. Wir haben also gezeigt:

x = 1 +
1

1 + 1
x

.

Auflösen nach x gibt

(x− 1)(1 +
1

x
) = 1

und somit x+ 1− 1− 1
x = 1, was äquivalent zu

x− 1

x
− 1 = 0

ist. Durch multiplizieren der obigen Geichung mit x erhält man

x2 − x− 1 = 0.

Mit der quadratischen Lösungsformel erhält man x = 1
2 ±

√
5
2 . Weil alle Folgeglieder von

(b2n) positiv sind, folgt dass x = 1+
√
5

2 . Wir haben also gezeigt, dass die Folge (b2n)

gegen den goldenen Schnitt ϕ = 1+
√
5

2 konvergiert. Mit genau der gleichen Rechnung
lässt sich zeigen, dass auch die Folge (b2n−1) gegen den goldenen Schnitt ϕ konvergiert.

Wir müssen nun noch zeigen, dass auch die Folge (bn) gegen den goldenen Schnitt kon-
vergiert. Sei ϵ > 0 beliebig. Weil die Folge (b2n) konvergiert gibt es ein N1 ≥ 1, so dass
für alle n ≥ N1 folgt |b2n − ϕ| < ϵ. Weiterhin, weil die Folge (b2n+1) konvergiert, gibt es
ein N2 ≥ 1, so dass für alle n ≥ N2 folgt |b2n−1 − ϕ| < ϵ. Weil ϵ > 0 beliebig war, haben
wir gezeigt, dass die Folge (bn) gegen den goldenen Schnitt konvergiert, wie behauptet.
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