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Analysis 1 - hEXQJut

Passwort: 12345678

Komplexe Zahlen

Welche Zahl ergibt beim Quadrieren െͳ? 
Bei den reellen Zahlen geht das nicht. wDI�U I�KUHQ wir ݅ ein.

݅ଶ ൌ െͳ ֜ ଶݖ ൌ െͳǣ ݖ ൌ ݅ ���� ݖ ൌ െ݅

:LQHuNRPSOH[Hu=DKOuEHVWHKWuDXVuHLQHPu5HDOWHLOuXQGuHLQHPuWPDJLQlUWHLOk

ݖ ൌ ܽ ൅ ܾ݅ǡ ܽǡ ܾ א Թ

)�ሺݖሻ ൌ ܽǡ r�ሺݖሻ ൌ ܾ

Re

Im

͵

ʹ
ݖ ൌ ͵ ൅ ʹ݅

Ͳ

Bei ݖ ൌ ͵ ൅ ʹ݅ LVWuGHUuWPDJLQlUWHLOuʹ, nicht ʹ݅.
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Rechnen mit komplexen Zahlen

Addieren und Subtrahieren

5HDOWHLOHu]XVDPPHQEuWPDJLQlUWHLOHu]XVDPPHQk

ሺ͵ ൅ ʹ݅ሻ ൅ ሺͳ െ Ͷ݅ሻ ൌ Ͷ െ ʹ݅

ሺ͵ ൅ ʹ݅ሻ െ ሺͳ െ Ͷ݅ሻ ൌ ʹ ൅ ͸݅

Multiplizieren

Wie gewohnt ausmultiplizieren. Danach ݅ଶ ൌ െͳ einsetzen.

ሺ͵ ൅ ʹ݅ሻሺͳ െ Ͷ݅ሻ ൌ ͵ െ ͳʹ݅ ൅ ʹ݅ െ ͺ݅ଶ ൌ ͳͳ െ ͳͲ݅

Potenzen von ݅

Nach vier Schritten beginnt alles wieder von vorne.

݅଴ ൌ ͳǡ ݅ଵ ൌ ݅ǡ ݅ଶ ൌ െͳǡ ݅ଷ ൌ െ݅ǡ ݅ସ ൌ ͳ

݅ଶ଻ ൌ ݅ସ൉଺ାଷ ൌ ሺ݅ସሻ଺݅ଷ ൌ െ݅

Tipp: Den Exponenten durch Ͷ WHLOHQkuTXUuGHUu5HVWu]lKOWk
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Komplex konjugierte ݖ und Betrag

Komplex konjugieren: Nur das Vorzeichen vor dem WPDJLQlUWHLO wechseln.

ݖ ൌ ܽ ൅ ܾ݅ ֜ ݖ ൌ ܽ െ ܾ݅

Re

Im

͵

ʹ

െʹ

ݖ ൌ ͵ ൅ ʹ݅

ݖ ൌ ͵ െ ʹ݅

wHUuUHWUDJuLVWuGLHuölQJHuYRPu8UVSUXQJuELVu]XPu3XQNWk

ȁݖȁ ൌ ܽଶ ൅ ܾଶǡ ȁ͵ ൅ ʹ݅ȁ ൌ ͳ͵

ݖݖ ൌ ሺܽ ൅ ܾ݅ሻሺܽ െ ܾ݅ሻ ൌ ܽଶ ൅ ܾଶ ൌ ȁݖȁଶ

Die Konjugierte ist die Spiegelung an der reellen Achse.

ݖ ൌ ǡݖ ଶݖଵݖ ൌ ଵݖ ଶݖ

Wichtig: ݖ ist eine nichtnegative reelle Zahl.
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Dividieren

Wir wollen das ݅ aus dem Nenner entfernen. 
Dazu erweitern wir mit dem konjugierten Nenner.

ଵݖ
ଶݖ

ൌ
ଶݖଵݖ
ଶݖ ଶ ǡ ଶݖ ് Ͳ

Bsp.

͵ ൅ ݅
ͳ ൅ ʹ݅

Der konjugierte Nenner ist ͳ െ ʹ݅. Oben und unten damit multiplizieren.

͵ ൅ ݅
ͳ ൅ ʹ݅ ൌ

͵ ൅ ݅ሻሺͳ െ ʹ݅
ͳ ൅ ʹ݅ሻሺͳ െ ʹ݅

ሺ͵ ൅ ݅ሻሺͳ െ ʹ݅ሻ ൌ ͵ െ ͸݅ ൅ ݅ െ ʹ݅ଶ ൌ ͷ െ ͷ݅
ሺͳ ൅ ʹ݅ሻሺͳ െ ʹ݅ሻ ൌ ͳ ൅ Ͷ ൌ ͷ

͵ ൅ ݅
ͳ ൅ ʹ݅ ൌ

ͷ െ ͷ݅
ͷ ൌ ͳ െ ݅

Check

ሺͳ െ ݅ሻሺͳ ൅ ʹ݅ሻ ൌ ͵ ൅ ݅

:UZHLWHUQuKHLVVWäu=lKOHUuXQGuTHQQHUuPLWuGHUVHOEHQu=DKOuPXOWLSOL]LHUHQk
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Polarform

6WDWWuUHFKWVoREHQuEHVFKUHLEHQuZLUuHLQHQu3XQNWuPLWuölQJHuXQGu:LQNHOk

ݖ ൌ ܽ ൅ ܾ݅ ൌ ߮���ሺݎ ൅ ݅���߮ሻ

ݎ ൌ ȁݖȁ ൌ ܽଶ ൅ ܾଶǡ ܽ ൌ ߮���ݎǡ ܾ ൌ ߮���ݎ

Re

Im

͵

ͳ

߮ ൌ
ߨ
͸

ݖ ൌ ͵ ൅ ݅

Bsp.

ݖ ൌ ͵ ൅ ݅ǣ ݎ ൌ ͵ ൅ ͳ ൌ ʹǡ ߮ ൌ
ߨ
͸

͵ ൅ ݅ ൌ ʹ ���
ߨ
͸ ൅ ݅���

ߨ
͸

Den Winkel ab der positiven reellen Achse gegen den Uhrzeigersinn messen.

Bei ݖ ൌ Ͳ ist ݎ ൌ Ͳ. Der Winkel ist dort nicht festgelegt.
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Den richtigen Winkel finden

Zuerst den Punkt grob einzeichnen. Dann den passenden Winkel bestimmen.

���߮ ൌ
ܽ
ݎ ǡ ���߮ ൌ

ܾ
ݎ ሺݎ ൐ Ͳሻ

߮ Ͳ Τߨ ͸ Τߨ Ͷ Τߨ ͵ Τߨ ʹ

���߮ ͳ Τ͵ ʹ Τʹ ʹ Τͳ ʹ Ͳ

���߮ Ͳ Τͳ ʹ Τʹ ʹ Τ͵ ʹ ͳ

Bsp. Linke obere Ecke

ݖ ൌ െ ͵ ൅ ݅ǡ ݎ ൌ ʹ

���߮ ൌ െ
͵
ʹ ǡ ���߮ ൌ

ͳ
ʹ ֜ ߮ ൌ

ͷߨ
͸

������ሺܾȀܽሻ DOOHLQuUHLFKWuQLFKWäuwHUu:HUWuNDQQuLQuGHUuIDOVFKHQu/lOIWHuOLHJHQk

:LQHuJDQ]HuwUHKXQJulQGHUWuGHQu3XQNWuQLFKW

߮ ��� ߮ ൅ ǡ݇ߨʹ ݇ א Ժ

S�UuXQVHUHuUHLVSLHOHuZlKOHQuZLUuHLQHQu:LQNHOuͲ ൑ ߮ ൏ .ߨʹ

ͳǣ Ͳ ݅ǣ
ߨ
ʹ െ ͳǣ ߨ െ ݅ǣ

ߨ͵
ʹ

Im Bogenmass rechnen: Eine volle Drehung entspricht ʹߨ.
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Eulerform und Rechenregeln

wLHu:XOHUIRUPuVFKUHLEWuGLHVHOEHu=DKOuN�U]HUk

݁௜ఝ ൌ ���߮ ൅ ݅���߮ǡ ݖ ൌ ௜ఝ݁ݎ

Multiplizieren

ölQJHQuPXOWLSOL]LHUHQEu:LQNHOuDGGLHUHQk

ሺݎଵ݁௜ఝభሻሺݎଶ݁௜ఝమሻ ൌ ଶ݁௜ሺఝభାఝమሻݎଵݎ

ሺʹ݁௜గȀ଺ሻሺ͵݁௜గȀଷሻ ൌ ͸݁௜గȀଶ ൌ ͸݅

Dividieren

ölQJHQuWHLOHQEu:LQNHOuDE]LHKHQk

ଵ݁௜ఝభݎ

ଶ݁௜ఝమݎ
ൌ
ଵݎ
ଶݎ
݁௜ሺఝభିఝమሻǡ ଶݎ ൐ Ͳ

͸݁௜గȀଶ

ʹ݁௜గȀ଺
ൌ ͵݁௜గȀଷ

Konjugieren

ݖ ൌ ௜ఝି݁ݎ

Addieren bleibt in der Form ܽ ൅ ܾ݅ meistens einfacher.
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Potenzen

wLHuölQJHuSRWHQ]LHUHQEuGHQu:LQNHOuPLWuGHPu:[SRQHQWHQuPXOWLSOL]LHUHQk

൫݁ݎ௜ఝሻ௡ ൌ ௡݁௜௡ఝǡݎ ݊ א Գ

Bsp.

ͳ
ͳ ൅ ݅ ସ

Zuerst ͳ ൅ ݅ in Eulerform schreiben.

ͳ ൅ ݅ ൌ ʹ݁௜గȀସ

ሺͳ ൅ ݅ሻସ ൌ ሺ ʹሻସ݁௜గ ൌ Ͷሺെͳሻ ൌ െͶ

ͳ
ͳ ൅ ݅ ସ ൌ െ

ͳ
Ͷ

Was passiert beim Multiplizieren mit ݅?

݅ ൌ ݁௜గȀଶ ֜ ݖ݅ ൌ ௜ሺఝାగȀଶሻ݁ݎ

Der Punkt dreht sich um ͻͲל JHJHQuGHQu8KU]HLJHUVLQQkuwLHuölQJHuEOHLEWuJOHLFKk

ݖ ൌ ͸ ൅ ͹݅ ֜ ݖ݅ ൌ ͸݅ ൅ ͹݅ଶ ൌ െ͹൅ ͸݅

Wichtig: ݎ௡ I�UuGLHuölQJHEu݊߮ I�UuGHQu:LQNHOk
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Wurzeln ziehen

Gesucht sind alle Zahlen, die beim Potenzieren dieselbe Zahl ergeben.

௡ݖ ൌ ݓ ൌ ܴ݁௜ఏǡ ܴ ൐ Ͳǡ ݊ א ሼͳǡʹǡ ǥ ሽ

௞ݖ ൌ
೙ ܴ ݁௜ሺఏାଶగ௞ሻȀ௡ǡ ݇ ൌ Ͳǡǥ ǡ ݊ െ ͳ

ölQJHäu݊-te Wurzel. Startwinkel: Τߠ ݊. Dann jeweils ʹߨȀ݊ weiterdrehen.

Bsp.

ସݖ ൌ െͳ͸ ൌ ͳ͸݁௜గ ֜ ௞ݖ ൌ ʹ݁௜ሺగȀସା௞గȀଶሻ

Re

Im

ଵݖ଴ݖ

ଶݖ ଷݖ

ʹെʹ

ʹ

െʹ

ߨ
Ͷ

ʹ ൅ ݅ ʹǡ െ ʹ ൅ ݅ ʹǡ െ ʹ െ ݅ ʹǡ ʹ െ ݅ ʹ

/LHUuHQWVWHKHQuYLHUuYHUVFKLHGHQHuö|VXQJHQkuUHLuݓ ൌ Ͳ gibt es nur ݖ ൌ Ͳ.
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Bereiche in der komplexen Ebene

Ein Betrag beschreibt einen Abstand.

ȁݖ െ ଴ȁݖ ൌ ܴǣ +��������� �� ଴ݖ ��� )����� ܴ

ȁݖ െ ଴ȁݖ ൏ ܴǣ �����ǡ ���� )��� ሺܴ ൐ Ͳሻ

Bsp. Kreis und Halbebene

ȁݖ െ ሺͳ ൅ ݅ሻȁ ൑ ʹ ��� ��� ������� =�������ǣ )�ሺ݅ݖሻ ൐ ͳ

Re

Im

ͳ ൅ ݅

ʹ

Re

Im

െͳ

� ൏ െͳ

ȁݖ െ ሺͳ ൅ ݅ሻȁ ൑ ʹ

Rand dabei

)�ሺ݅ݖሻ ൐ ͳ

Rand nicht dabei

ݖ ൌ �൅ �݅ ֜ ݖ݅ ൌ �݅ െ � ֜ െ � ൐ ͳ ֜ � ൏ െͳ

Mittelpunkt ͳ ൅ ݅, Radius ʹ, Rand dabei. Unterhalb von ݕ ൌ െͳ, ohne Grenzlinie.

Mehrere Bedingungen

Jede Bedingung einzeln zeichnen. Dann nur die gemeinsame Menge behalten.

Rand dabei: durchgezogen. Rand ausgeschlossen: gestrichelt.
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Trigonometrische Beziehungen

Dieselbe komplexe Zahl auf zwei Arten schreiben. 
Dann Realteil und WPDJLQlUWHLO vergleichen.
Bsp. Doppelter Winkel

݁ଶ௜௫ ൌ ሺ݁௜௫ሻଶ

���ሺʹݔሻ ൅ ݅���ሺʹݔሻ ൌ ሺ�ݔ�� ൅ ሻଶݔ���݅

Rechts ausmultiplizieren und ݅ଶ ൌ െͳ einsetzen.

ሺ�ݔ�� ൅ ሻଶݔ���݅ ൌ ���ଶݔ െ ���ଶݔ ൅ ݅ ݔ���ݔ���ʹ

Realteil mit Realteil vergleichen:

���ሺʹݔሻ ൌ ���ଶݔ െ ���ଶݔ

WPDJLQlUWHLOuPLWuWPDJLQlUWHLOuYHUJOHLFKHQä

���ሺʹݔሻ ൌ ݔ���ݔ���ʹ

S�UuGHQuGUHLIDFKHQu:LQNHOuLQu6HULHutuIXQNWLRQLHUWuGLHVHOEHuWGHHuPLWuGHUuGULWWHQu3RWHQ]k

My GF is imaginary, but our 
relationship is complex. 
IЍıϙĤŪŜťϙÍϙèēĖīīϙČŪƅ



Tipps zur Serie 6

Aufgabe 1: Mengen skizzieren

UHWUlJHuDOVuvEVWlQGHuOHVHQkuUHLuPHKUHUHQuUHGLQJXQJHQu]lKOWuQXUuGLHuJHPHLQVDPHu
Menge.
1a)

ȁݖȁ ൌ ͵ beschreibt nur die Kreislinie. Behalte davon die Punkte mit r�ሺݖሻ ൒ Ͳ. 
Die Endpunkte ]lKOHQ mit.

1b)

Setze ݖ ൌ ݔ ൅ Zeichne .ݕ݅ die Grenze ݕ ൌ ݔ und SU�IH einen Testpunkt. 
Bei ൒ JHK|UW die Linie dazu.

1c)

Zeichne beide Kreise. 3U�IH jeweils innen/aussen und schneide die Mengen. 
Beim kleinen Kreis ist der Rand dabei, beim grossen nicht.

1d)

Zuerst ݖ ് െ݅ festhalten. Mit dem Nenner multiplizieren, quadrieren, dann quadratisch HUJlQ]HQ.

ݔ ൅ ʹሻଶ ൅ ሺݕ െ ʹሻଶ ൌ Ͷሺݔଶ ൅ ሺݕ ൅ ͳሻଶ

1e)

Vergleiche die vEVWlQGH zu െ͵ ൅ ݅ und െʹ݅. 
Nach dem Quadrieren bleibt eine Gerade als Grenze. 
Mit einem Testpunkt die richtige Seite ZlKOHQ. 
Dann den ersten Quadranten EHU�FNVLFKWLJHQ.

Die Achsen sind ausgeschlossen. 
Die Gleichheitsgrenze der vEVWlQGH JHK|UW innerhalb des ersten Quadranten dazu.



Tipps zur Serie 6

Aufgabe 2a/b: Dreifacher Winkel

:LQHu5HFKQXQJuI�UuEHLGHu7HLOHä

���ሺ͵ݔሻ ൅ ݅���ሺ͵ݔሻ ൌ ሺ�ݔ�� ൅ ሻଷݔ���݅

Ausmultiplizieren. ݅ଶ ൌ െͳ und ݅ଷ ൌ െ݅ einsetzen. Real- XQGuWPDJLQlUWHLOuYHUJOHLFKHQkuS�Uu
die zweite Form ���ଶݔ ൅ ���ଶݔ ൌ ͳ nutzen.

Aufgabe 3a: Vierte Wurzeln zeichnen

௞ݖ ൌ ర ݎ ݁௜ሺఝାଶగ௞ሻȀସǡ ݇ ൌ Ͳǡͳǡʹǡ͵

Starte bei Τ߮ Ͷ, dann jeweils Τߨ ʹ weiter. Den Radius in die vierte Wurzel nehmen, nicht 
durch Ͷ teilen.

Hier ist Ͳ ൏ ݎ ൏ ͳ. Vergleiche ݎ und ర ݎ vor dem Einzeichnen.

Aufgabe 3b: Kann die rechte Seite reell sein?

Nimm den einfachsten Punkt: ܣ ൌ ݎ݅ mit ݎ ൐ Ͳ. Wo liegt  ?ହܣ
S�Uureelles ݓ P�VVWH das Ergebnis auf der reellen Achse liegen.

Aufgabe 3c: Gleiches Ergebnis beim Potenzieren

wLHuUHWUlJHuVLQGuJOHLFKkuwLHuQHXHQu:LQNHOuP�VVHQuVLFKuXPuJDQ]Hu8PGUHKXQJHQuXQWHUVFKHLGHQk

݊
ͷߨ
ͳ͸ ൅

ͳͷߨ
ͳ͸ ൌ ǡ݇ߨʹ ݇ א Ժ

Suche das kleinste positive ganze ݊. Setze es erst danach in ܿ ൌ ଵ௡ݖ ein.


