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arazzakov@ethz.ch

Analysis 1 - Ubung 2

Recap:

- arithmetische Folge + Reihe

> | Explizit: @y, = @71 + d(n — 1) Rekursiv: @y, = Ap—1 + d

T 1 1
o | Sp = akza-n[al—kan] oder Snza-n[2a1—|—d(n—1)

* geometische Folge + Reihe

n—l1 ,
> | Explizit: @, = A1 * g Rekursiv:Qp — Ap—-1

T ’ 1_qn
_ _ 2 ny __
Sn—;ak—al(l—kq-l—q +—|—Q)—a11—_q
; —
- ‘ 1
SwZ;ak=a1(1+q+qz+...):al- 1_q,falls lq| <1

WICHTIG: Fur die rekursive Darstellung braucht es einen Ankerpunkt/Startwert!

* konvergent => besitzt einen Grenzwert => beschrankt
+ konvergent => beschrankt 74 divergent/konvergent
* konvergent 7& monoton wachsend/fallend

+ divergent fallls nicht konvergent


https://mailto:arazzakov@ethz.ch

Harmonische Reihe

Loz 1 1 1 1
4 4 4 2 9 "9 "9

Funktionen

Mengenpfeil

—> R — Zielbereich
Funktionsname

X 4x +
—~ 3 AN
Variable/Argument Funktionswert

* Bild/Wertebereich: Alle “erreichbaren” Funktionswerte

Fur f(x) = 4x + 3 mit D = (-1, 4] ist das der Wertebereich/das Bild W(f) = Im(f) = (-1, 19]

I+ t5+o+5+



Bsp.

f@) =25 Dwer\(B W< R0

20 S(x)

15

9@ =21 D e E\{16) w < R\(6, 10)

10

* Thermometer R3—> R

Input: Punkt mit Koordinaten (x, y, z) Output: Temperatur in °C

W =[-273.15, =)
* Barometer: [0, 10000m] — R

Input: HO6he in m Output: Druck in bar

W =(0, 1]

« f(x) = (x - 4) D =1[2, 6)

2 Alle Werte dazwischen werden
erreicht => W(f) = [0,4]

\/
&




Arten von Funktionen

1) Potenzfunktionen: flz) =a-z"“ mitn,a €R
2) Polynom Funktionen: f(z) =ao+ a1z +ayx”+ - + apz” mitn > C
3) Rationale Funktionen: Quotient zweier Polynome
4) Trigonometrische Funktionen: f(z) = sin(z) oder g(x) = cos(z)
5) Exponential-/ f(z) =a" = e ne.
Logarithmusfunktionen: f(z) =log,(z) = EEZ;

Eigenschaften von Funktionen

1) Gerade Funktion: f(x) = f(—x) Ungerade Funktion: f(—x) = —f(x)

2) (Strikt) monoton wachsend fur alle x1 < x: f(x1) =< f(x2) (bzw. f(x1) < f(x2))
(Strikt) monoton fallend fir alle x1 < xe: f(x1) = f(x2) (bzw. f(x1) > f(x2))
Stetigkeit

Yy n Y

> X > X

Eine Funktion ist stetig, wenn man sie mit einem Strich zeichnen kann. (Kein Sprung)

—> f(x) ist stetig, g(x) ist nicht stetig

lim g(z) = lim g(x)

—g(x) ist | *stetiginb : b Zosbt

* nicht stetig in a : JLIZI 9(@) 7& a;lgcrzl+ 9(z)




Grenzwerte von Funktionen (eine Auswahl von Methoden)

 Links- & Rechts-Grenzwerte und Betragsstriche

Y n

lim lim
z—a= z—at
f > X
a
. r—1 . Tz —1 1
l]m —_— llm —_—_— = —
z—H 2|:1: -1 z—1 2((1: — 1) 2//
Diese Funktion ist unstetig (im Punkt x = 1)
. z—1 ) z—1 1
P PP T (T § TP 2,
T — r— — — / N
* Wert einsetzen
5 z?+1 4+1 5 Oft resultieren aber undefinierte Ausdriicke
im = = —
z—2 T 2 2 —> 0/0, /0, Q * o0 .

7

* Bruiche Faktorisieren & Kuirzen

24 2 2 4
lim,m—:limwm+ ):limm+ _ 4
=2 x4+ —6 .c—>2(513—|—3)(:c/’,‘j' z—2 ¢+ 3 5

» Bruche mit grosster Potenz klirzen

(@ —b)(a+b)=a® b’

9
2’45z .1 +73/: 1 “Durch die grosste Potenz teilen”

lim ———— = lim —

T—0C 2¢ T—oc 2 2




* Wurzeln erweitern (a—b)(a+b)=a? b
a b

|
. Ve+4-2  NJr+4-2 Jr+4+2 (z +4—A4
lim —— = lim . = lim
z—0 x z—0 z v+ 442 z—0 :1:(1/:1:+4+2)

a

. 1 1
= lim = lim

il _ _ L
20 vz +4+2) =0 /z+4+2 Va+2 4

« Trigonometrische Funktionen ( sin, cos,...)

, N 1
im M) T lim 5@ =L
z—0 a0 sin(x) z—0 x
Bsp.
lim tan—(Sa:) — lim M => Substitution: n=5x x—>0
20 T =0 z - cos(5z) X =n/5 n—>0
) sin(n) . 5sin(n) ) sin(n) 1
= lim ——— =lim ——— = lim §- . :5/
n—0 % -cos(n) n-0m-cos(n) n-0 n cos(n) 74
1 1
Bsp.
2 il
x - sin(-= 1
lim , (x):lim .w cx-sin(—)=1-A=1-0=0
a0 sin(x) z—0 sin(x) z =
1 A
r . 1 -
A=1lim z - sin(—) Substitution:u=1/x x—>0
z—0 Z X=1u u—>o
stn(u
= lim ) =[0=A4
u—0oC u




MEDIUM

Bernoulli L’'Hopital

5
N ‘%
J
. fle) . fl(x)
lim = lim —
T—a g(a}) z—a ¢ (m)
falls: lim f(x) =0 und limg(x) =0
r—a r—a
oder
lim f(z) = £o0 und lim g(z) = £oo
T—a T—a
Bsp.
0
. / .
; sin(x) B lim (sin(z))’ gt cos(x) _1
z—0 x z—0 (:1:)[ z—0 1 4
AN
0
1 0
/ /
. cos(x)—1BH_  (cos(z)— 1)/ . —swmn(z)
im =lim —— =lim =
z—C x z—0 (z)r z—0 >
0
0
/ 5.
lim tan(5z) BH lim (tan(52)) _ — lim —2 % i =5 tan(z)r = 1
20 T N z—( (z)! 20 1 20 cos®(5z) - COS‘(:E)
0

Study Center: ab 30.09 jeden Mittwoch (18:15 — 20:00) HG E7



D-MAVT/D-MATL Analysis 1 HS
Dr. Andreas Steiger

Serie 2

Abgabetermin fiir alle Aufgaben: Dienstag, um 14:00 Uhr, online.

Bemerkung: Wir haben einige Aufgaben in den Serien gekennzeichnet: Mit einem Stern (¥) sind
Aufgaben gekennzeichnet, die tiber den Priifungsstoff hinausgeben, aber dennoch interessant sind.
Mit einem Herz (@) sind die (Teil-) Aufgaben gekennzeichnet, die besonders wichtig sind. Um den
Anschluss in der Vorlesung nicht zu verlieren, sollten Sie zumindest diese Aufgaben bearbeiten.

Diese Woche schauen wir uns die Grundlagen von Funktionen etwas genauer an. Wir haben
noch nicht alle gewohnten Werkzeuge aus der Differentialrechnung, aber trotzem konnen wir in
Aufgabe 1 schon einige Eigenschaften bestimmen und in Aufgabe 3 eine etwas spezieller definierte
Funktion betrachten. In Aufgabe 2 iiben wir ausserdem, wie sich Graphen von Funktionen unter
Transformationen verschieben, strecken, quetschen, usw. Schliesslich rufen wir uns in Aufgabe 4 in
Erinnerung, wie das mit Cosinus und Sinus nochmal ging — Und dass man geometrisch da echt viel
herausholen kann!

1. (¥) Gegeben sei die Funktion

fizr— M v FUI\II-"'?O'\ Jr:‘“er Orolnumg

x3 — a2 — 2

Bestimmen Sie den maximalen Definitionsbereich und alle Nullstellen von f. Fir welche
Werte von z ist die Funktion f positiv? Fiir welche negativ? Skizzieren Sie den Graph I'(f).

Hinweis: fiir den Graph konnen Sie z.B. das Bild ausgewahlter Werte im Definitionsbreich
berechnen und dann die Punkte miteinander verbinden. Was passiert mit der Funktion f in
Umgebungen der Nullstellen des Nenners?

2. Sei z € R eine reelle Zahl. Gegeben sei das Polynom

—0 Mullstellen ply) berechnen

pe(y) = v° +4° + zy. P

Wir definieren eine Funktion f durch Wullslelte am Llemslen st
f+ x — Kkleinste Nullstelle von p,(y). lo evil. Fa llun"‘v.fsclxaiduv\s

Beschreiben Sie f durch eine Formel und skizzieren Sie den Graphen von f. Ist f stetig?
Gibt es ein x mit f(x) = —7? (Sie miissen x dazu nicht berechnen!)

3. Essei A := (z,y) ein Punkt auf dem Einheitskreis, d.h. 22 +13? = 1. Weiter sei B := (0, 0) der
Ursprung des Koordinatensystems und C' := (z,0) der Punkt auf der z-Achse mit derselben
z-Koordinate wie A. Es bezeichne ABC das Dreieck mit den Eckpunkten A, B und C (siehe
die Figur weiter unten). Wir definieren « € [0, 27| als die Lange des Kreisbogens von Punkt
(1,0) bis zum Punkt A, wenn man den Einheitskreis im Gegenuhrzeigersinn durchléuft.

Lo a‘:u"-ﬂge 'rc'ir welehe X ue.ldr\e



(a) (W) Skizzieren Sie das Dreieck ABC' im Spezialfall @ = % und berechnen Sie die Lénge
der Strecke AC in diesem Spezialfall. Was ist somit sin (%)? Und cos (%)? -~ Sc::l'z Jeg PcfH\ agoias

(b) (W) Zeigen Sie unter Verwendung der Beziehungen im Dreieck ABC" Lo Tinhe:sbsbeeis

cos(ar) = sin (g - a)

fiir alle a € [0, 5]. Wieso gilt somit Pec“’u.‘n“-’ge s Dreieede zeichnen

—cos(a) = sin (oz - g) /1’1,-{ Summe JU ’\Ic‘nhet e Bt.‘{cn

fiir alle a € [0, 5|7 (Bemerkung: Die hergeleiteten Beziehungen zwischen sin und cos in
dieser Teilaufgabe gelten sogar fiir alle « € R).

(c) () Zeigen Sie unter Verwendung der Beziehungen im Dreieck ABC"
cos (m — ) = — cos(a),

fiir alle o € [T, 7]. (Bemerkung: Die hergeleitete Beziehung in dieser Teilaufgabe gilt
sogar fir alle « € R). - M Ze?cknqng Cs Le-‘-’»en, Ds von o n-’cH' ue,rsessen

1.2

sin(a) 4=

cos(a)

(d) Es sei arctan die Umkehrfunktion von tan. Zeigen Sie die Gleichheit
x

V14 22

fiir alle x > 0 mit Hilfe eines geeigneten Dreiecks ABC. (Es ist sinnvoll ein Dreieck zu
verwenden bei dem eine Seite die Lénge 1 hat).

sin(arctan(z)) =



