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Analysis 1 - Ubung 14

BP Sommer 2025
Offene Aufgabe 1
Fir einen Parameter ¢ > ( sei die Kurve K durch die Parametrisierung
#t) = 2a cos(t) + acos(2t) te [0, 2] . . . . . .
2asin(t) — asin(2t) )’ ’ a. Man bestimme die Krimmung von K im Kurvenpunkt mit Parameterwert t = 7 in
S Abhangigkeit von q.
b. Man bestimme die Bogenlénge von K fiir das Intervall ¢ € [0, /3] in Abhangigkeit

5 von a. Man verwende dazu (ohne Beweis) die Umformungen

4 cos(t) cos(2t) — sin(t) sin(2t) = cos(3t),

’ 1 — cos(nt) = 2sin® (n_t>, n e N.

2 2

1

| . Krimmung Kk(t) Bogenlange

g Ty — Iy b .. ..
k(t) = ——— S = / A/ %+ 9? dt
= 2= 100 ( ) (CBZ + y2)3/2 t Y

a. &(t) = —2a(sin(t) + sin(2t)) z(m) =0
i(t) = —2a(cos(t) + 2 cos(2t) I(m) = —2a k(r) = — 8‘22 = _8i
Y(t) = 2a(cos(t) — cos(2t) y(m) = —4a (16a°) ¢

§i(t) = —2a(sin(t) — 2sin(2t)) () =0

/3
b. S:/ \/ &% + y? dt
0

#*(t) = 4a*(sin(t) + sin(2t))* wo (S 2 S St + Sutet
7*(t) = 4a*(cos(t) — cos(2t)) F e — 2 eyt oot + cos"y_-l.-)

4a*(2 + 2 sin(t) sin(2t) — 2 cos(t) cos(2t)) = 8a*(1 — cos(3t)’

, 5, 3 9 . 9,93
= 8a” - 2sin2(5t) — 16a” sinz(Et)

/3 3 8
S=14 in(—t)|dt = —
a/0 \sm(2 )| 3
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Offene Aufgabe 2

Taylorreihe
a. Bestimmen Sie das Taylorpolynom 5. Ordnung der Funktion
m»—>/0 In(1 +t2) dt o0 f(n)(mo) .
fla) =Y ——(a — =)
n
n=0
entwickelt um o = 0.
b. Bestimmen Sie das Taylorpolynom 5. Ordnung der Funktion
.’IH—)/ ln(4+t2) dt 1
0 ln(1+m):x—5w2—|—§w3—
entwickelt um ¢ = 0. Verwenden Sie dazu |hr Resultat aus Teilaufgabe a.

z ae m )
f(m):f('LU)+f(1|0)(w_'LU)+f;‘ﬂ)(w—.Lu)z—l—f?E‘mo)(w—.llu)3++fT(|x0)(iB—.Lu)‘
a. In(1+¢%)=¢ %t‘l + %tﬁ Psy(z) = %azlﬂ -~ %Ow:

b.  In(4+¢") =In(4) +1n(42t2) =In(4) +1In(1 + (%)2]
In(4 +t?) = In(4) + (i)2 - ()" = 2 - Ps(z) = In(4)x + L
2 2 3 5 127 160

Es sei bekannt: Die komplexe Zahl z; = /2 - e~ ist eine Losung der Gleichung
2" = 16 - ¢ fur eine noch unbekannte nattirliche Zahl n.

a. Man bestimme die natlrliche Zahl n, so, dass z; die Gleichung 2" = 16 - ¢ lost.

n= 9

b. Man bestimme eine Losung der Gleichung 2™ = 16 - %, die im 2. Quadranten liegt, 2 = - E/
und schreibe sie in Polarform:

29 = ‘{?? -exp( %T; )

"
Z = |6 Z2,= 2
2z = |g°
21| = V2 V2 =167
164 =16 | S,=¢
21| = 22| = V2
% < arg(z;) < e i—‘%iﬂ'-l—%’iﬂk — eaTg(zg)i
13
arg(z2) = 5"




a.

b.

Fur einen Parameter a € R sei das Polynom f, definiert durch
fo(z) = —4az® — 62— 240’z — a.
a. Man bestimme die Ableitung von f,:

folz) = <L qxl- (11X - 1"1&)'

b. Man bestimme dasjenige a € R, fiir welches die Steigung von f, an der Stelle
xo = —2 maximal ist:

a= -1

a

fi(z) = —4-3az® — 6- 2z — 24a* = —12az” — 12z — 24a*

fl(z) = —12az® — 122 — 24a* = (

a

12 + /144 — 4 - 12 - 24a° 4+ 1
w1,2 — - — - 2 - _—
—24 o -
1+v1-8-a?
T1= — = —2 —a=—1
20
Fr die beiden Funktionen g(z) = _1 und f(z) = % gilt:
4 a
XL
g lel) = g i) — o lim 12 _
z—0+ g(x)
Die beiden Funktionen wachsen aber nicht mit der gleichen Grossenordnung, es gilt
f(z) = o(g(x)) wennz — 0™
Dies andert sich, wenn man Potenzen von f betrachtet. Man bestimme die Sin (w)
kleinstmdgliche natirliche Zahl n € N, so dass (f(z))"™ # o(g(z)) gilt, wenn z — 0 lim —
n— 3 x—07F Zr
(f(z))" sin(z) 7
lim = lim # 0 —n>—-=n=.3J3
z—0" g(:[j) z—0* mn'3/7 3




1
Man bestimme den Wert des Integrals fozﬁ z+v/1 — 322 dz durch Substitution. Geben Sie dazu .
die Subsitution an: u = 1 — 3&3 2
. 2
* Verwendete Substition:w = 1 = 'b X
* Dann gilt fiir das Differential: du = — & ¥ dz.

¢ Schliesslich berechne man das transformierte Integral und das Resultat:

}M Al 1 du
pvd i -7 U -
/0 x\/1—3m dm—/ — Q % %E —— — dz

1
1—-8. —
24/3 /3/4-3 4

u=1-3-0=1

N
I
[
|
o
—
~
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|

1 1 1
e —du = =
[ﬂﬁ du=

1
u? du =

M“\
—
|

©| =
|

(00
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(FL)

Gegegeben sei die Funktion f(z) = LS 1firz > 0.
l'z als % *w9
a. Bestimmen Sie-ch nktion von f: V 2
° = - f(x)dx
Fa=— i _a
i 2z €1

b. Der Graph von f schliesst mit den positiven z- und y-Achsen eine Flache ein.
Bestimmen Sie eine Integralformel fiir das Volumen V' des Rotationskorpers dieser

Flache bei Rotation um die y-Achse und berechnen Sie es:

:
oY e Ten -0 VST
Q

—>y+1:W Sl == =

T L _ l f(x)maa: =1 f(w)mzn =
y+1 2




Welche Aussage iiber die Funktion f : R — R mit f(z) = z® — 5z ist richtig?

%st monoton wachsend
Vf ist ungerade
7 Fistinjektiv

//fbesitzt in zg = 1 eine globale Minimalstelle

Wir betrachten stetige Funktionen f : R — R mit den Eigenschaften

e lim,, =1
e lim, o = 0

Welche der folgenden Aussagen ist richtig?
%Urjede solche Funktion f gibt es einz € R mit f(z) =z
/FUrjede solche Funktion f gibt es ein z € R mit f(z) = e®
%'L]rjede solche Funktion f gibt es einz € R mit f(z) = 1

b/F'L]rjede solche Funktion f gibt es ein 2z € R mit f(z) = 102°%

Die Funktion f : R — R seidurch f(z) = % gegeben. Welche der untenstehenden

—3sin(z+m)

Graphen entspricht der Funktion g(z) =

(z+m)2+1 °

A

Vg1: Pink, gestrichelt

O g2: Griin-blau, weit gestrichelt

O g3: rot, eng gestrickelt

O g4: blau, fein gestrichelt / gepunktet

Man bestimme eine Asymptote der Funktion f(z) = cosh(z) — sinh(z) wenn z — oo.

z(x%—hezz

.Z/m>—>ez
Z/mH%

U/x —e

[%)

2]

fl)=xz(z* -5 -$0¥)= X

/

= — f(—x) : ungerade

Injektiv - Jeder Horizontale schneidet
den Graphen hdchstens einmal

N

f19

>y

X Shift: f(x) = f(x-a)

e
I~

Idl > 1 Strecken
Idl < 1 Stauchen
d <0 Spiegeln bei X

Strecken/Stauchen entlang Y:
f(x) = d-f(x)

sinh(z) =

cosh(z) =



Seien P, @ und R Polynome mit reellen Koeffizienten, so dass P(z) = Q(z) - R(z) fir
alle z € R gilt. Ausserdem sei P vom Grad 7 und () vom Grad 4. Von den folgenden vier
Aussagen ist genau eine immer wahr, die anderen kénnen je nach P, @, R auch falsch
sein. Welche Aussage ist immer wahr?

2 n
p(X) =ao + aix + a2x + ... + anX,

+ Hat genau n Nullstellen (reell & komplex zusammen)

j{FaIIs Q keine reelle Nullstelle hat, dann hat P mindestens drei reelle El + Komplexe Nullstellen kommen immer im komplex konjugiertem Paar vor.
Nullstellen
%ie Anzahl nicht-reeller Nullstellen von () muss gerade sein El
R
KP und R missen die gleiche Anzahl nicht-reeller Nullstellen haben S|
o H+Q =9 =+ g =3
%R hat immer eine nicht-reelle Nullstelle 8|

Seien m < n zwei positive ganze Zahlen. Wir definieren f(z) = z™ und g(x) = 2™,
wobei z > () eine Messgrosse mit absolutem Messfehler dz sei. Man vergleiche die d !/
relativen Fehler von f und g: Welcher Fehler ist grosser? f f L

&/ﬁ<%g s f .f

f

/Das hangt vom gemessenen z ab. s /l/
/d o ‘ W Pl n

af _ dg [s )(M/

f g

Gegeben seien zwei Potenzreihen ano a,x™ mit Konvergenzradius A und ano b,z™

mit Konvergenzradius B # A, beide entwickelt um z¢ = 0.

Welchen Konvergenzradius hat dann die Summe der Potenzreihen > (an + byn)z™ Konvergenzradius
entwickeltum zo = 0? Konv. Konv.
oder oder
O Der Durchschnitt von 4 und B S| Div. Div.
O Die Summe von 4 und B S| Divergenz v Konvergenzbereich \, Divergenz
1 T T
M Das Minimum von A und B E R{—/XORK—/
O Das Maximum von A und B (] r r
Die Kurve K mit Endpunkten A und B sei gegeben durch die Parametrisierung T
7(t) = (z(t), y(t)) mitt € [ta,t5)- - Parametrisierungen 7 = (z(t), y(t))
2
Man bestimme eine Formel fiir den eingezeichneten Flacheninhalt F'. .
d A::/ngxﬂ-xu)w
t
o 1 ts . ) S L/\/.
F=L " y0)(t) - z(tys(e) at dx
2 ta
Y
[S]

t
ta

Vi / Bm(tw

df

/ F= / Y )a () dt 5 ' >X

F=_

L[ a0 - e ) o

ta



/2
Man bestimme den Wert des bestimmten Integrals / sinz(:c) cosz(z) dz.
0

31
O %

o
o[y

—_—
—

2. S (¥) tos (x)

4y sin () st (X)
0

(o] .
. . S
Das uneigentliche Integral / m e dz...

2m a7

O ... konvergiert und hat einen Wert < (
O ... divergiert

konvergiert und hat einen Wert > 0

O ... konvergiert und hat den Wert = (
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Tipps Serie 14

1. » Kinetische Energie: Entweder differentiell dT = 1/2 v*2dm oder direkt T = 1/2 »"20
+ Skizze machen, um Tragheitsmoment oder dm zu bestimmen

+ Formel fur Tragheitsmoment (FIachendichte berlcksichtigen!):
* Oy =[ px"2 G(x) dx
+ Was ist die Formel fur die Ausdehnung G(x)? Lineare Funktion!
« Symmetrien bei Integralen ausnutzen

2. » Rotationskorper! D.h. Tragheitsmoment gegeben als ©x = a fb (7p/2 - (f(x))"4) dx
+ «Problem»: Kurve nicht als y = f(x) sondern in Parameterdarstellung y(t), x(t) gegeben.
Mithilfe Additionstheoremen so umformen, dass y als Funktion von x dargestellt
werden kann — y = f(x)!

3. * Flachentragheitsmoment, d.h. Jy = afb (x"2 . G(x)) dx
» Was ist die Ausdehnung G(x)? Achtung, sie verandert sich an einem Punkt, wenn die Figur

einen «Knick» macht.
+ Symmetrien ausnutzen! Erinnere Kreisgleichung (x — x0)"2 + (y — y0)A2 = R"2

4. b) Substitution u = exp(x) fir’s Integrieren
c) Substitution u = Vx fiir’s Integrieren. B-H Regel anwenden



