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Analysis 1 - Übung 7

Recap:

Mittelwertsatz

Sei f(x) eine stetig differenzierbare Funktion und x1, x2 zwei reelle Zahlen für welche gilt: x2 > x1

Mittelwertsatz:

Es existiert ein   (x1, x2) für das gilt:

Ableitung ist auch stetig. “macht keine wilden Dinge”

Innerhalb von einem Interval mit einer mittleren Steigung gibt es eine 
Stelle mit derselben Steigung!

Folgerung:

Funktion f(x) ist im Intervall [x1,x2] monoton wachsend (bzw. fallend), 
wenn f’(x) > 0 für alle x1 <     < x2 (bzw. f’(x) < 0 für alle x1 <     < x2)
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Nullstellen von reellen Polynomen

p(x) = a0 + a1x + a2x + … + anx , n = Grad des Polynoms ai = Koeffizienten     R

• Hat genau n Nullstellen (reell & komplex zusammen)

• Komplexe Nullstellen kommen immer im komplex konjugiertem Paar vor.
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Bsp. Finden sie die Nullstellen des Polynom p(z). Zusätzlich gilt p(1+ i ) = 0.

p(z) = z – 6z + 23z – 34z + 26 ~> p(z) = (z – z1) • (z – z2) • (z – z3) • (z – z4)

Reelles Polynom von Grad 4 => hat 4 Nullstellen

1 + i –––––> 1 – i ~> p(z) = (z – ( 1 + i )) • (z – ( 1 – i )) • (…) • (…)

4       3   2

–> (z – ( 1 + i )) • (z – ( 1 – i )) = z – 2z + 2

–> Polynomdivision:

(z – 6z + 23z – 34z + 26) : (z – 2z + 2) = (z – 4z + 13)
 – (z – 2z +   2z )

– 4z + 21z – 34z
– (– 4z +   8z –   8z)

  13z – 26z + 26
  – (13z – 26z + 26)

  0

p(z) = (z – 2z + 2) • (z – 4z + 13)

z – 4z + 13 = 0

4 ± √16 – 4•13
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= 2 ± √4 – 13 = 2 ± √-9 = 2 ± 3i

Mitternachtsformel!

ax + bx + c = 0

x1,2 = -b ± √b – 4ac
2a
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Bsp. Welche über die reellen rp und komplexen cp Nullstellen eines reellen Polynom p(x) 
können getroffen werden, wenn dies von Grad 3 ist?

• rp + cp = 3

• rp ≥ 1

zn = Nullstellen des Polynoms 
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Partialbruchzerlegung

1. Falls Grad(f(x)) ≥ Grad(g(x)) führe Polynomdivision

2.   Nenner g(x) Faktorisieren

3. Ansatz ausschreiben

4. Koeffizienten Vergleich ~> konstanten bestimmen

Komplizierte polynomiale Brüche zu “einfache” Brüche umformen

gegeben ist ein polynomialer Bruch p(x) = ––––                  Bsp. p(x) = –––––f(x)   5x + x
g(x)    x + 2
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i) n-fache Nullstelle : –––––– = –––––– + –––––– + … + ––––––

ii) komplexe Nullstelle : –––––– = ––––––

   (…)      A B          Z
(x – x0)     (x – x0)     (x – x0)           (x – x0) 

   (…) Ax + B
(x + 1)      (x + 1)

n     2          n

2       2
z.B –>
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––––––––––– = –––––– + ––––––        3x + 5      A B
(x + 1)(x + 4)      (x + 1)      (x + 4)

––––––––––––– = –––––– + –––––––––        3x + 5            A Bx + C
(x + 1)(x + x + 1)      (x + 1)      (x + x + 1)

––––––––––– = –––––– + –––––– + –––––– + ––––––        3x + 5      A B             C              D
(x + 1)(x + 4)      (x + 1)      (x + 1)     (x + 1)       (x + 4)

–––––––––––––– = –––––– + –––––– + ––––––– + ––––––––        3x + 5             A    B           Cx + D       Ex + F
(x + 1) (x + x + 1)      (x + 1)      (x + 1)     (x + x + 1)  (x + x + 1)

2  2

3   2             3

2     2  2       2          2                          2                 2

b – 4ac = 1 – 4 < 0 –> komplex2

Bsp. Ansätze:

Bsp. Partialbruchzerlegung:

––––––––––– = –––––– + –––––– = –––––––––––––––––– = ––––––––––––––––––        2x               A B             A(x + 3) + B(x – 5)        Ax + 3A + Bx – 5B
(x – 5)(x + 3)      (x – 5)      (x + 3)            (x – 5)(x + 3)                   (x – 5)(x + 3)

D.h 2x = (A + B)x + 3A – 5B

Koeffizientenvergleich

2x = Ax + Bx 2 = A + B           B = 3/4

0 = 3A – 5B A = 5B/3           A = 5/4
––>   ––>    => ––––––––––– = –––––– + ––––––        2x               5 3

(x – 5)(x + 3)      4(x – 5)    4(x + 3)
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Hyperbolische Trigonometrie

• Identitäten:

= ungerade

= gerade

• Gut zu wissen

= ungerade

= gerade

• Umkehrfunktionen:
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Grössenordnungen von Funktionen – Landau Symbole

f(x) = o(g(x)) für x –> a <=>    lim –––– = 0

f(x) = O(g(x)) für x –> a <=>    lim  ––– ≤ A    R

Es gilt: x = o(e ) für x –> ∞,      k     R

e  = o(x  ) für x –> ∞,      k     R

(ln(x)) = o(x ) für x –> ∞,      k, j     R

(ln(x)) = o(x )  für x –> 0,      k, j     R 

f(x)
x–>a g(x)

f(x)
x–>a g(x)

k  x         +

j

-x   -k               +

j

Bsp.

Ordne die folgende Funktion der Grösse nach (für x –> ∞):

f1(x) = x f2(x) = exp(5x+1) f3(x) = ln(e   – 2)            f4(x) = √x3       x                                1/4

e > x > √x > ln(e – 2)
5x+1 3 x1/4

-k      +          +

k                 +

f(x) = x!

f(x) = 2

f(x) = x

f(x) = x logx

f(x) = x

f(x) = logx

f(x) = 1

x

2

f(x)
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c) lim –––––––––––––––– = lim  –––––––––––––––––––– = ∞       x
x–> ∞ (x + 2xln(x) + ln(x)  )2  2

       1
x–> ∞   1      2ln(x)     ln(x)      

 x         x            x–– + ––––– + –––––

3

2
2
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d) lim –––––––––––––––– = lim  ––––––––––––––––––––           ln(e  ) + ln(e  )
x–> ∞ (x + 2xln(x) + ln(x)  )2  2

       x + x
x–> ∞   x + 2xln(x) + ln(x)2  2

x  x2 2

= lim  –––––––––––––––– + ––––––––––––––––––––           x
x–> ∞ (x + 2xln(x) + ln(x)  )2  2

           x
x + 2xln(x) + ln(x)

2

2  2

= lim  –––––––––––––––– + –––––––––––––––––––– = 1
x–> ∞

2

           1 1
       2ln(x)      ln(x)                ln(x)2
1 + ––––– + –––––––

x              x
2

x + 2ln(x) + –––––––
x
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g(x) = o(f(x)) für x –> ∞

lim –––– = 0g(x)
x–>∞ f(x)

f(x) = (x + ln(x)) = x + 2xln(x) + ln(x)2     2     2

a) lim  –––––––– = 0sin(x)
x–> ∞ (x+ln(x))2

b) lim –––––––––––––––– = lim  –––––––––––––––– = lim  –––––– = lim  –––––– = 0       xln(x)
x–> ∞ (x + 2xln(x) + ln(x)  )2  2

       1    1                  ln(x)
x–> ∞    x           2           1    x                     x–––– + ––––– + –– ––––ln(x)      ln(x)       x ln(x)

2

x–> ∞
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