arazzakov@ethz.ch n.ethz.ch/~arazzakov

Elf.,%Eﬁl

Analysis 1 - Ubung 7

Recap:

Mittelwertsatz

Ableitung ist auch stetig. “macht keine wilden Dinge”

Sei f(x) eine stetig differenzierbare Funktion und x1, x2 zwei reelle Zahlen flr welche gilt: x2 > x1

Mittelwertsatz:

Es existiert ein £ € (x1, x2) fur das gilt:

J "N

_ Hz2) — f(=1)

L2 — L1

()

-

€I é L2

Innerhalb von einem Interval mit einer mittleren Steigung gibt es eine
mit derselben Steigung!

Folgerung:

Funktion f(x) ist im Intervall [x1,x2] monoton wachsend (bzw. fallend),
wenn f(x) > 0 far alle x1 < & < x2 (bzw. f(x) <O fur alle x1 < § < x2)

b. (§) Gibt es eine reelle Zahl w, sodass die Punkte A, B, C, D und E gerade die fiinften
Wurzeln von w sind? Begriinden Sie!

Antwort: Nein, eine solche reelle Zahl w gibt es nicht.
Begriindung:

Wenn w eine reelle Zahl ist (also auf der horizontalen, reellen Achse liegt), dann muss

mindestens eine ihrer n-ten Wurzeln ebenfalls reell sein (also auch auf der reellen Achse liegen).

e Fall 1: w > O (positiv): Die Gleichung 2° = w hat immer eine positive reelle Wurzel, namlich

29 = +/w. Diese liegt auf der positiven x-Achse.

« Fall 2: w < O (negativ): Die Gleichung z° = w hat immer eine negative reelle Wurzel,

namlich z;, = —/|w|. Diese liegt auf der negativen x-Achse.

Im Graphen: Keiner der funf Punkte A, B, C, D oder E liegt auf der reellen Achse (der x-Achse).

Daher konnen sie nicht die 5. Wurzeln einer reellen Zahl w sein.
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Nullstellen von reellen Polynomen

p(x) = ao + aix + anH ... + anX , n = Grad des Polynoms ai = Koeffizienten € R

+ Hat genau n Nullstellen (reell & komplex zusammen)

« Komplexe Nullstellen kommen immer im komplex konjugiertem Paar vor.

Bsp. Finden sie die Nullstellen des Polynom p(z). Zusétzlich gilt p(1+i) = 0.

p(z) = Z 62% 2322342 + 26 ~> pP(z)=(z—2z1)*(z—22) * (z—2z3) * (z—z4)

Reelles Polynom von Grad 4 => hat 4 Nullstellen zn = Nullstellen des Polynoms

komplex

1+

konjugiert

> | 11— ~>pz)=Z-(1+i)Z-(1-=10))(..)(...)

——— ——— — —
0) ® ® 0O
> (z=(1+i)*(z=(1-i))=2=22+2

—> Polynomdivision:

(24— 62+ 232°— 34z + 26) : (22— 2z +2) = (22— 4z + 13)
— (= 2z% 222)
— 47°% 217 - 347

- (= 472°+ 87— 82)
2

13z - 26z + 26
— (132 26z + 26) Mitternachtsformel!
0 2 !
ax+bx+c=0
p(z) = (Z- 22 +2) - (z- 4z + 13) v1»— b Vb dac
, ’ 2a
z-4z+13=0

4+V16—-4:13 _24/4-13=2 +1/9 =
2

2 + 3i

Bsp. Welche Uber die reellen rp und komplexen cp Nullstellen eines reellen Polynom p(x)
kénnen getroffen werden, wenn dies von Grad 3 ist?

*mp+Cp=3

°rp21



Partialbruchzerlegung

Komplizierte polynomiale Briiche zu “einfache” Briiche umformen

L : _ f(x) 3 5X°+ X
gegeben ist ein polynomialer Bruch p(x) = 9 Bsp. p(x) = 32D

@ Falls Grad(f(x)) = Grad(g(x)) fuhre Polynomdivision
@ Nenner g(x) Faktorisieren
@ Ansatz ausschreiben

Koeffizienten Vergleich ~> konstanten bestimmen

N _ (.. _ A B Z
0 i) n-fache Nullstelle : X—x0)" (X = x0) + x —Xo)2+ ot X—xo)"
2]
[0}
c . (...) Ax + B
< i) komplexe Nullstelle : =
) komp 2B+ 1) (X% 1)
Bsp. Ansétze:
3x + 5 A B 3x+5 — A + Bx +C
X+ )x+4)  (x+1)  (x+4) X+ DX x+1) (x+1) (C+x+1)
T—b2— 4ac =1 -4 <0 — komplex
3;(+5 __A [ _B + C -+ D
x+1)(x+4) (x+1) (x+1) ((x+1) (x + 4)
3x+5 _ A B Cx+D Ex+F
2 5= + 2t 7= T 2
(x+1)2(x+x+1) x+1) (x+1)° X+x+1) X+x+1)
Bsp. Partialbruchzerlegung:
2X A N B _ Ax+3)+B(x-5) ~ Ax+3A+Bx-5B
(x-5)(x+3) (x—=5) (x+3) (x = 5)(x + 3) (x = 5)(x + 3)
D.h 2x=(A+B)x+3A-5B
Koeffizientenvergleich
2x = Ax + Bx 2=A+B B=23/4 2X _ 5 N 3
— - => (x—5)(x+3) 4(x—5) 4(x+3)

0=3A-5B A =5B/3 A=5/4



Hyperbolische Trigonometrie

v
4_
1L cosh(z) N
sinh(z) = E(ew — e *) = ungerade
2_
1 ., .
cosh(z) = E(e¢ +e ) =gerade HE |
-3 -2 -1 2 3 7
sinh(x) “1t
tanh(z) =
anh(z) cosh(z) ~2¢
sinh(x) 37
—4+

* Identitaten:
cosh?(z) — sinh*(z) = 1
sinh(z + y) = sinh(x) cosh(y) + cosh(x) sinh(y)

cosh(x + y) = cosh(x) cosh(y) + sinh(z) sinh(y)

d \ a .
2 s - — — sinh
T sinh(z) = cosh(z) e cosh(z) = sinh(z)

« Umkehrfunktionen:

Arsinh(z) = In(z + V22 + 1)

Arcosh(z) = In(z + Vz? — 1)

1. 1+z
Artanh(z) = Eln T
+ Gut zu wissen
sinh(0) = 0 xl_i)r_noc sinh(z) = —oc
cosh(0) =1 lim cosh(z) = oc
tanh(0) = 0 ml_i)r_noc tanh(z) = —1
sinh(—z) = —sinh(z) = ungerade

cosh(—x) = cosh(x) = gerade

ANU THER

RIGONOMETRY]

Arsinh(sinh(z)) = x

lim sinh(z) = oc
r—r0C

lim cosh(z) = oc
I—00

lim tanh(z) =1

T—0C



Grossenordnungen von Funktionen — Landau Symbole

f(x) =o(g(x)) firx >a <= Ilim—/—+=0
(x) = 0(g(x)) M 36
f(x) = O(g(x)) fir x —>a <=> lim m|s AcR
x—>a g(X)
Esgilt: x'=o(€) fuirx—>», kecR
e*=o(x") firx—>0, k&R
(InX) = o(x) firx—>o0, kj€R
j -k . + . +
(In(x)) =o(x) furx—0, Kk,j €R

69 o

Bsp.

7=
Ordne die folgende Funktion der Grésse nach (flr x — ):
fx) =X fa(x) = exp(Bx+1)  fa(x) = In(e" —2)

5x+1
e

1/4

> x> V% > InEe<=2)

» X

fa(x) = Vx

f(x) = x!

f(x) =2
f(x) = x logx
f(x) =x

f(x) =1



Bsp. BP Winter 2020 MC

5. (II) Betrachten Sie die Funktion f(x) = (x + Inz)?. Welche Aussagen sind richtig? g(X) = o(f(x)) fur x —> oo
\/(a) sinz = o f(x)) fiir x — +o0. lim f(X) -0
/ : : === 1)
(b) z(lnz)* = o(f(x)) fir z — +oo.
X (c) z®=o(f(x)) fir z — +ooc. f(x) = (x + In(x))2= x2+ 2xIn(x) + In(x)2
€(d) In(e*”) +In(e®) = o(f(x)) fiir z — +oc.
a) lim Sln!X!
X—> 00 (x+In(x))2
2
xIn(x) T 1 T 1 _ ngx}
P) M., & 2xin() + NxF) —am. x L2, . 1 hm—— =im =0
(P Ingk) % In(x)?
0 0
3
C) lim X =lim = & Thread
x> (X% 2xIn(x) + In(x X=> % Z{ 2In(/)’() In(xa/z
@ Sunjay liked

a jwearroll
) _¥ @jwcarroll

Alternative Big O notation:

2

d) lim In(€*) + In(e") _lim X% X
x> (X% 2xIn(X) + IN(X)2) ~ x> X% 2xIn(x) + In(x)? O(1) = O(yeah)
O(log n) = O(nice)
52 « O(nZ: O(ok)
=lim + O(n%)=0(m
x—o (X% 2xIn(x) + In(x)?) x*+ 2xIn(x) + In(x)? ngn; - OEno%)
1 Oo(n!)=0(mg!)
=1lim =1 8:10 PM - 06 Apr 19 - Twitter for Android
—> 0 2In In( In(x)?
T+ &kx 222 X+ 2In(x) + f( 3,665 Retweets 9,265 Likes
0 0 O un Q g
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